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Tecnologico
Algunos conceptos... TEC | &g

e Sefiales dispersas
e Codewords o atomos
e Diccionarios

e Diccionarios sobrecompletos
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Coloquios de Matematica Aplicada 3



Tecnologico
Algunos conceptos... TEC | &g

e Sefiales dispersas

Codewords o dtomos
e Diccionarios

e Diccionarios sobrecompletos

Ejemplo

Representar niimeros del 0 al 9:
e Codewords: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Coloquios de Matematica Aplicada 3



Preliminares

Teenoléai
Algunos conceptos... TEC | Tecnolégico

de Costa Rica

e Sefiales dispersas
e Codewords o atomos
e Diccionarios

e Diccionarios sobrecompletos

Representar niimeros del 0 al 9:
e Codewords: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
e Diccionarios:
(6,3,9,1,4,5,7,8,0,2), (6,3,9,1,4,5,7,8), (6,3,9,1,4,5,7,8,0,2,6)
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Algunos conceptos... TEC | &g
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Tecnologico
Algunos conceptos... TEC | &g

e Sefiales dispersas

Codewords o dtomos

e Diccionarios

e Diccionarios sobrecompletos

Ejemplo

Representar niimeros del 0 al 9:
e Codewords: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
e Diccionarios:
(6,3,9,1,4,5,7,8,0,2), (6,3,9,1,4,5,7,8), (6,3,9,1,4,5,7,8,0,2,6)
e Diccionario sobrecompleto: D = (6,0,3,9,1,4,5,7,1,8,0,2,6)
e Representacién dispersa: 3 = D - (0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)”
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Sparse Coding (SC) TEC | &k

Utiliza un diccionario sobrecompleto D para establecer una representacién
dispersa h de una sefal y
y = Dh

h[ 2,

(‘loooooooool)T]

—

Y
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Preliminares

Sparse Coding (SC) TEC | Teolégico

de Costa Rica

Dado un conjunto de entrenamiento
Y — {y(l),y(2)7 . 7y<T>}

con y® € R™, cada y*) representa un conjunto de muestras. El objetivo es
encontrar un diccionario D € R™*! y un vector disperso h(*) tal que

Dh® = y®)
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Preliminares

Sparse Coding (SC) TEC | &k

Dado un conjunto de entrenamiento
Y — {y(l),y(2)7 . ,ym}

con y® € R™, cada y*) representa un conjunto de muestras. El objetivo es
encontrar un diccionario D € R™*! y un vector disperso h(*) tal que

Dh® = y®)

Es posible encontrar D y k() por medio del siguiente problema de optimizacién
convexa

T
7 () _ ()12 (t)
iy D01 - DAOIE + MOy
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Sparse Coding (SC) TEC | &k

T
; ® _ ppo2 ()
min ;Ily h)|Z + AR D])y

El problema general de SC se resuelve de manera iterativa utilizando algoritmos de
descenso de gradiente, fija D para encontrar h®*) por medio de Iterative Shrinkage
and Thresholding Algorithm (ISTA) y luego fija h(Y) para encontrar D utilizando
un problema de minimos cuadrados y un algoritmo de Dictionary Learning (DL).
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Sparse Coding (SC) TEC | &k

ISTA

h® =, <h<t> —aDT (ya) _ Dh(t)))

T (v) = sign(v) méx {|v| — 3,0}
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Sparse Coding (SC) TEC | &k

ISTA

h® =, <h<t> —aDT (ya) _ Dh(t)))

T (v) = sign(v) méx {|v| — 3,0}

1
Conv. — mayor que el mayor valor propio de DTD
(o34

v
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Sparse Coding (SC) TEC | &k

ISTA

h® =T, <h<t> —aDT (ya) _ Dh(t)»

T (v) = sign(v) méx {|v| — 3,0}

1
Conv. — mayor que el mayor valor propio de DTD
(o34

D=D-a(Dh—y)h
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Sparse Coding (SC) TEC | &k

ISTA

h® =T, <h<t> —aDT (ya) _ Dh(t)»

T (v) = sign(v) méx {|v| — 3,0}

1
Conv. — mayor que el mayor valor propio de DTD
(o34

D=D-a(Dh—y)h

Conv. ||D. ;|2 < 1(Vj)
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Preliminares

Surrogate models TEC | &aodeee

de Costa Rica

Dado un conjunto de pardmetros € R”, es posible medir su desempefio por medio
de una funcién de aptitud (fitness) f(z) = y. Suponiendo que f es una funcién
computacionalmente costosa, se crea un modelo () de la forma

m

por medio de un conjunto de datos observados X = {x(r)}rzl, a partir de los
m
T

cuales se obtiene el conjunto de valores objetivo Y = {y(r)} = {f(x(r))}:n:l
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Online Dictionary Learning TEC | o

Problema original

9(D) = min {||[Y’ — Dhl|3 + ||l }
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Preliminares

Online Dictionary Learning TEC | Iecnolégico

de Costa Rica

Problema original

9(D) = min {||[Y’ — Dhl|3 + ||l }

Version "online”

gp(Dp) = [I)m,;} {”Yp - Dpth% + )‘thHI}
pH'tp

Es posible obtener D,, de manera eficiente, utilizando D,_; como pardmetro
inicial. Tal que X, = X1 U X,c0.
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i) " o T 161
DL con "codewords” paramétricos TEC | Kenolégico

Utiliza un diccionario sobrecompleto D(z), de funciones base, para establecer una
representacion dispersa h de un conjunto de muestras y

y=D(z)-h
D
|
|
ho hus Iy
( )
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i) " o T 161
DL con "codewords” paramétricos TEC | Kenolégico

Diccionario paramétrico

D(z) = (¢1(x), p2(2), d3(), .. ., hu())
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Sparse encoded surrogate model (SESM)

o Tt logi
DL con "codewords” paramétricos TEC | seease

D(z) = (¢1(2), $2(2), ¢3(2), - - -, hu())

Diccionario evaluado

D(z) $1(V) fa(aW) g3y .. Gi(aW)
o | 2@ | _[ 41E®) 6:=2) =) . ala®)
D(a™) HE™) 6a(al™) 3(at™) . gi(a™)
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Sparse encoded surrogate model (SESM)

o Tt logi
DL con "codewords” paramétricos TEC | seease

" Codewords” Gaussianos

Cada "codeword” es una funcién ¢; : R® — R de la forma

(=)

—1

64(e) = exp (30— uO)” (29)

donde ;9) € R™ representa el vector de promedios y () € R™*" |a matriz de
covarianza.
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Sparse encoded surrogate model (SESM)

o Tt logi
DL con "codewords” paramétricos TEC | seease

" Codewords” Gaussianos

Cada "codeword” es una funcién ¢; : R® — R de la forma

¢;(x) = exp (_;(x _ M(j))T (E(j)>_1 (2 — M(j)))>

donde ;9) € R™ representa el vector de promedios y () € R™*" |a matriz de
covarianza.

. . . ) \T
D = (1,14, 1)

e pﬁf% a0 o sy p?}
- @ gk gl DA )
(Em - .
p(IJZL)fl ng,ngl pi(’;le)fl e P;]lll,nfl Pgl%n
o Sk e Al i

Coloquios de Matemadtica Aplicada




Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

Modelo sustituto

l
$(@) = ¢;(@)h; = D(x) - h
j=1
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Sparse encoded surrogate model (SESM)

Teenoloe
Surrogate model TEC | &g

l
b(x) =Y ¢j(x)h; = D(x) - h
j=1

Arreglo de pardmetros “code”

0 = (o). o0 pSh o oS oSk o S e o P P )

= (of] . P00 o oS e By D)1 0T D D) )

© = (61,602,065, -+ ,6,_1,0;)
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

Error cuadratico medio

B(6) = = 3 (va®) ~ )’
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Sparse encoded surrogate model (SESM)

Tecnoléei
Surrogate model TEC | &g
Error cuadratico medio

BO) = — i (w(x(’”)) _ ym)z
2m =
Batch Gradient Descent update rule
0FE(0)
@p = @p — O[T(_)p
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

Error cuadratico medio

e (@) =y’
= 3 2 (9 )
Batch Gradient Descent update rule
0FE(0)
0, =0, —«a 70,
AT TN L

no oy Y1
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Tecnologico
Surrogate model TEC | &g

Particién del espacio

Y
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Tecnologico
Surrogate model TEC | &g

Particién del espacio

e Espacio de busqueda:

Yy
[a, b]"
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Tecnologico
Surrogate model TEC | &g

Particién del espacio

y e Espacio de busqueda:
la, b]"
N
N\,
\\ \\
o e Particién en sub-blocks de dimensién:
()
N T
N
1
\\
N
2
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Tecnologico
Surrogate model TEC | &g

Particién del espacio

y e Espacio de busqueda:
[a, 0]
N
N\,
\\ \\
S e Particién en sub-blocks de dimensién:
()
N T
N
x1
\\ e T cantidad de sub-blocks por
N dimensién
)
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Tecnologico
Surrogate model TEC | &g

Particién del espacio

y e Espacio de busqueda:
la, b]"
N
N\,
\\ \\
o e Particién en sub-blocks de dimensién:
()
N T
N
1
\\ e T cantidad de sub-blocks por
N dimensién
e T™: total de sub-blocks
2
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Tecnologico
Surrogate model TEC | &g

Particién del espacio

e Espacio de busqueda:

Yy
[a, b]"

o e Particién en sub-blocks de dimensién:
b—a\"

N T

\\ e T cantidad de sub-blocks por

N dimensién

T™: total de sub-blocks
¢ Un modelo sustituto por sub-block
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

Normalizacién: [0,1]" — [0 £¢&,1 £ €]

ooy ) =l
i COBCD)

y(t) — é’t . y(t)
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

Suavizamiento

al(:lt = min {m’x {xl(»r);Vr tal que xgr) < az(.t)} ; agt)}
bng = méx {min {xl(r);Vr tal que xgr) > bgt)} , bgt)}
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

Suavizamiento

al(:lt = min {m’x {xl(»r);Vr tal que xgr) < az(.t)} , agt)}
bng = méx {min {xl(r);Vr tal que xgr) > bgt)} , bgt)}
tin, = a0 ]

subintervalo extendido, correspondiente al subintervalo t; de la dimensién i en el
espacio de busqueda.
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

e hltest): vector disperso de la combinacién lineal del modelo sustituto
correspondiente al sub-block extendido ...
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

e hltest): vector disperso de la combinacién lineal del modelo sustituto
correspondiente al sub-block extendido ...

e Modelo sustiuto correspondiente al sub-block t:

v (z) = D(z) - hltest)
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

e hltest): vector disperso de la combinacién lineal del modelo sustituto
correspondiente al sub-block extendido ...

e Modelo sustiuto correspondiente al sub-block t:

v (z) = D(z) - hltest)

o I ={1,2,3,...,T"}: conjunto de indices correspondientes a los sub-blocks.
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

e hltest): vector disperso de la combinacién lineal del modelo sustituto
correspondiente al sub-block extendido ...

e Modelo sustiuto correspondiente al sub-block t:

v (z) = D(z) - hltest)

o I ={1,2,3,...,T"}: conjunto de indices correspondientes a los sub-blocks.

e I,.+: conjunto de indices de los sub-blocs activos.
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

e hltest): vector disperso de la combinacién lineal del modelo sustituto
correspondiente al sub-block extendido ...

e Modelo sustiuto correspondiente al sub-block t:

v (z) = D(z) - hltest)

o I ={1,2,3,...,T"}: conjunto de indices correspondientes a los sub-blocks.
e I,.+: conjunto de indices de los sub-blocs activos.
o H = (h(lemt), h(Qemt)7 h(3ezt)7 . .), con tewt c Iact-
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

e hltest): vector disperso de la combinacién lineal del modelo sustituto
correspondiente al sub-block extendido ...

e Modelo sustiuto correspondiente al sub-block t:

v (z) = D(z) - hltest)

o I ={1,2,3,...,T"}: conjunto de indices correspondientes a los sub-blocks.
e I,.+: conjunto de indices de los sub-blocs activos.
o H = (hUest) hZeat) pGeat) ) con tegt € Lact.
o D= (D(lezt)7D(Qewt)7D(3emt),.._)Y con tegs € Iyey y Dtert) = D(X (tet)),
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

e hltest): vector disperso de la combinacién lineal del modelo sustituto
correspondiente al sub-block extendido ...

e Modelo sustiuto correspondiente al sub-block t:

v (z) = D(z) - hltest)

o I ={1,2,3,...,T"}: conjunto de indices correspondientes a los sub-blocks.
e I,.+: conjunto de indices de los sub-blocs activos.
o H = (hUest) hZeat) pGeat) ) con tegt € Lact.
o D= (D(lezt)7D(Qewt)7D(3emt),.._)Y con tegs € Iyey y Dtert) = D(X (tet)),

e Se toma un conjunto de muestras iniciales Xy, con card{ Xy} = m.
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

e hltest): vector disperso de la combinacién lineal del modelo sustituto
correspondiente al sub-block extendido ...

e Modelo sustiuto correspondiente al sub-block t:

v (z) = D(z) - hltest)

o I ={1,2,3,...,T"}: conjunto de indices correspondientes a los sub-blocks.
e I,.+: conjunto de indices de los sub-blocs activos.

o H = (hUest) hZeat) pGeat) ) con tegt € Lact.

o D= (D(lezt)7D(Qewt)7D(3emt), . ) con tegs € Iyey y Dtert) = D(X (tet)),
e Se toma un conjunto de muestras iniciales Xy, con card{ Xy} = m.

e Se van agregando nuevas muestras X,,c,,, en cada instante p =1,2,3,.... 7,
por medio de un algoritmo de bdsqueda lineal (BackTracking).
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

Algorithm 1: SESM-Sequential Mode

Input: Xq, Hg, g, @, X, ¢, n, w, tol,iterMaz
Output: H, D(x)

Caleular Yo y Iqct:© < O

forp =1:ndo

-

1
2
3
4
5
6
7
8
9
0
1

1
12
13

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

24

end

fort € Iget do
; (text) |, y(text)
Calcular y normalizar Xp_1 y Yp_1

() o (:, t)

end
Perm [Pl(IaLt)w - Pu(Iget)]
for cont =1 : - T do

t Pcr'm.(cont); iter « 1; E(©) « tol + 1
while iter < iterMaxz A E(©) > tol do

p—1 7 p—1 >
Calcular D(text)
R(t) h—ISTA(YZEZEIIt), R Dltext) | o, A, iterh)

Calcular E(©); iter « iter + 1

end

end

Xnew < ¢ nuevas muestras (Backtracking line search)
Xp — Xp_1 U Xnew

Actualizar Yp y Igct

Calcular D (z)
fort € Igcy do

end

X n(t)
R o
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Tecnoldgico
Surrogate model TEC | faolece

Algorithm 2: SESM-Batch Mode

Input: X(, Hg,©0,a, X, ¢, tol,iterMax
Output: H, D(x)

1 Caleular Y y I4¢4:© < ©g

2 forp =1:mndo

3 fort € Igey do

4 Calcular y normalizar X;t_ei’t) y Yp(t_el"”)

5 () — 3o (:, t)

6 end

7 iter + 1; E(©) « tol + 1

8 Caleular Xewt), 1 ¥ Yewt, 4

9 while iter < iterMaz A E(©) > tol do

10 o« D-GD(Xemtpil,Yemtpil, h(text) o, ite'rD)
11 Calcular D

12 R(t) h-|STA(Ye$,,p71,fL<i>, D, a, A, iteNz)
13 Calcular E(©); iter < iter + 1

14 end

15 Xnew < ¢ nuevas muestras (Backtracking line search)

16 Xp + Xp_1 U Xnew

17 Actualizar Yp y I et

18 end

19 Calcular D ()
20 fort € Iget do

He o) o 20

Etemt

22 end
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Resultados

. T logi
Funciones de prueba TEC | o

Sphere GoldsteinPrice
1000 "?15
500 2
5L y Eggholder
20 N\ > ’ N
o \\\/,/ /0 20 ¢ 3 —
20 20 P
Himmelblau StyblinskiTang
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Analisis de error (iterD - iterh) TEC | &k

Configuracién

(] n:2

e m=23

(=3

en=3

e w=3

e [ =250

a = 0,001

e \=0,01

o iterMax = 250

{1 0,15nl(n+3)}
’ 2

o jterD =

iterh = {1,0,151}
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sio o 0 o T 10¢i
Anilisis de error (iterD - iterh) TEC | &k

Sphere

Batch Mode Sequential Mode

' — :
o \\ \\
o . . . .
200 40 &0 o 100 1200 1400
' ; - :
05\ LLL&;
N n ; !
200 40 &0 0 100 1200 1400
1 T — T
0s \\\\\\\
AN ) . ; 2000 4000 | 600 8000 10000 12000 14000
20 40 &0 o 100 1200 1400
! . !
0s : : . : o# ! j
i i i i Y R (VR sl
o | A 2000 4000 6000 B0 10000 12000 14000 16000 18000
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Analisis de error (iterD - iterh)

Batch Mode

GoldsteinPrice

TEC Tecnologico
de Costa Rica

Sequential Mode
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sio o 0 o T 10¢i
Anilisis de error (iterD - iterh) TEC | &k

Himmelblau

Batch Mode Sequential Mode

o; \\ \\‘\\ os

) [N S G N S S N SR L
200 o S @0 o ww e 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
' '
LL_L S mmem = s e
o P Py Sl B RS L N,
00 w0 o ww e 2000 4000 5000 %00 10000 12000

AL B G B0 e Wl

w0 a0 w0 w0 100 120 140 2000 2000 ) w000 o000 To000
1 !
oSk : R | S G W os - e e~ -
{ (G - -
o\ n . . : . N gy ol SV R
w0 w0 w0 w0 10 120 140 2000 400 6000 | 8000 10000 12000 14000 16000
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Anilisis de error (iterD - iterh) TEC | &k

StyblinskiTang

Batch Mode Sequential Mode
05 ‘\\~ \\ 05£ - _--___- --_ -_ -_ -_-_ - -___.-—_-- -__‘-_-_ - -_-_-*
200 400 600 800 \000 1200 1400 x10*
1 1 - - - - -
05 os| e
200 BOO \000 120( x10*
. \\ \\ \ N SRRSO
OL\» T S e e
1000 120 10*
‘ ‘
05 - - - - .- - T — - -
N Lﬁ \; ° 0s 1 15 2 25
200 600 BOO \000 |200 MDO x10*
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sio o 0 o T 10¢i
Anilisis de error (iterD - iterh) TEC | &k

Eggholder

Batch Mode Sequential Mode

200 400 600 800 1000 1200 1400

sdssosssubctinndidis out bl {

: H i : N
| N R N S
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sio o 0 o T 10¢i
Anilisis de error (iterD - iterh) TEC | &k

@ Una sola iteracién por subrutina no le permite al método aprender lo
suficiente de los datos observados.
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sio o 0 o T 10¢i
Anilisis de error (iterD - iterh) TEC | &k

@ Una sola iteracién por subrutina no le permite al método aprender lo
suficiente de los datos observados.

® El aumento en la cantidad de iteraciones de las subtinas ayudan a la
eficiencia de los métodos.
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sio o 0 o T 10¢i
Anilisis de error (iterD - iterh) TEC | &k

@ Una sola iteracién por subrutina no le permite al método aprender lo
suficiente de los datos observados.

® El aumento en la cantidad de iteraciones de las subtinas ayudan a la
eficiencia de los métodos.

® Una cantidad considerable (> 50 %) de iteraciones, por subrutina, sobreajusta
los pardmetros a las muestras en el instante p. Obligandolo a empezar de 0 al
ajustar con las nuevas muestras en el instante p + 1.
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sio o 0 o T 10¢i
Anilisis de error (iterD - iterh) TEC | &k

@ Una sola iteracién por subrutina no le permite al método aprender lo
suficiente de los datos observados.

® El aumento en la cantidad de iteraciones de las subtinas ayudan a la
eficiencia de los métodos.

® Una cantidad considerable (> 50 %) de iteraciones, por subrutina, sobreajusta
los pardmetros a las muestras en el instante p. Obligandolo a empezar de 0 al
ajustar con las nuevas muestras en el instante p + 1.

® El aumento en la cantidad de iteraciones por subrutina debe ser pequeiio,
comparado con la cantidad de pardmetros que ajusta cada método.
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@ Una sola iteracién por subrutina no le permite al método aprender lo
suficiente de los datos observados.

® El aumento en la cantidad de iteraciones de las subtinas ayudan a la
eficiencia de los métodos.

® Una cantidad considerable (> 50 %) de iteraciones, por subrutina, sobreajusta
los pardmetros a las muestras en el instante p. Obligandolo a empezar de 0 al
ajustar con las nuevas muestras en el instante p + 1.

® El aumento en la cantidad de iteraciones por subrutina debe ser pequeiio,
comparado con la cantidad de pardmetros que ajusta cada método.

@ Parece que la combinacién con 2-2 produce un estancamiento del método en
general, se estd probando una variacién hibrida que cambia la cantidad de
iteraciones a 1-2 o 2-1 (con cierta probabilidad) cuando se detecte algtin
estancamiento en la disminucién del RMES.
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Ejemplo de aproximacién TEC | &g

Himmelblau

e Batch Mode e o= 0,001

e n=2 o A=0,01

*m=5 o iterMaz = 1000
en=>5 15nl
e « torp = 21T+
e [ =250 e jterh = 0,151
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e n=2 o A=0,01
*m=5 o iterMaz = 1000
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e « torp = 21T+
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Siguiente presentacién TEC | Kenolégico

e Optimizador de pardmetros:
Param = (I, T,iterD,iterh)

F = (Tiempo, RMSE, ErrorTotal, Ruido)
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Siguiente presentacién TEC | Kenolégico

e Optimizador de pardmetros:
Param = (I, T,iterD,iterh)
F = (Tiempo, RMSE, ErrorTotal, Ruido)

e Integracién del modelo sustituto propuesto con el optimizador de funciones
costosas (NSGA-II, SPEA-2)
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Siguiente presentacién TEC | Kenolégico

e Optimizador de pardmetros:
Param = (I, T,iterD,iterh)
F = (Tiempo, RMSE, ErrorTotal, Ruido)
e Integracién del modelo sustituto propuesto con el optimizador de funciones

costosas (NSGA-II, SPEA-2)

o Aplicaciones
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