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Prefacio

El Proyecto Exito Académico surgié en el afio 2006 como un plan desarrollado en las Escuelas de Ma-
tematica de las universidades estatales en coordinacién con los departamentos o unidades de asesoria
estudiantil o psicoeducativa, liderados por la Comisién de Vicerrectores de Vida Estudiantil del Consejo
Nacional de Rectores (CONARE).

Este proyecto tiene como objetivo apoyar el mejoramiento de los procesos de ensefianza aprendizaje en
el sistema educativo universitario estatal costarricense por medio del impulso de actividades que desa-
rrollen destrezas, competencias practicas y actitudes favorables de los y las estudiantes hacia el estudio.
En sus origenes Exito Académico en el TEC se denominé Proyecto Rendimiento Académico en Matema-
tica (RAMA), pues tinicamente contemplaba la participacién de las Escuelas de Matematica, pero ahora
incluye a la Escuela de Quimica y a la de Fisica. Cada ciclo lectivo las escuelas brindan talleres semanales
como apoyo a los cursos bésicos de cada escuela.

En el afio 2017 se decide ampliar la oferta y brindar a los estudiantes de primer ingreso un taller de
nivelacién alrededor de contenidos que son clave para enfrentar con éxito su primer curso de matemati-
ca universitaria.

El presente documento es elaborado para el proceso de nivelacion para estudiantes de primer ingreso
al TEC, recopila contenidos que serdn profundizados en los cursos Matematica Elemental, Matematica
General y Matemética Basica para Administracién. Tomé como base parte del material elaborado por
los profesores pensionados Alcides Astorga y Julio Rodriguez. La primera parte abarca nociones bésicas
de ntimeros reales, expresiones algebraicas y factorizacién de polinomios. Su segunda parte incluye re-
solucion de ecuaciones lineales y cuadraticas, funcién lineal y funcién cuadrética, graficas de funciones
lineales y cuadraticas. Invitamos al lector a prestar especial atencion a los ejemplos desarrollados y a eje-
cutar los ejercicios propuestos.

En la comunidad Exito Académico-Matemética de la plataforma TEC Digital encontrard material adi-
cional (libros, folletos, videos, exdimenes de semestres anteriores) para complementar su estudio.

Cualquier consulta dirfjase su tutor o bien escribiendo un correo a la direccién tecexitoacademico@tec.ac.cr

MSc. Nuria V. Figueroa Flores Licda. Verénica Lépez Mora
Coordinacién Académica Coordinacién Académica
Escuela de Matematica Escuela de Matemaética



A lo largo de este documento se utilizan una serie de imégenes y simbolos para representar secciones
determinadas. A continuacién, mostramos los significados de las mismas.

Simbolo Seccién Descripciéon

Lee con atencién  Los parrafos que siguen son de lectura cuidadosa, incluye elemen-
tos importantes para el desarrollo de los ejemplos.

Video Al dar clic, tendré acceso a la resolucién paso a paso del ejemplo
propuesto. Procure comprender el detalle que se muestra en el
documento antes de observar el video.

Listado de Sefiala el inicio de la seccién de ejercicios propuestos.
gjercicios
Importante Este simbolo acomparfia elementos que son relevantes para los si-

guientes ejemplos.

Ver respuesta Al dar clic este icono te dirige a la respuesta del ejercicio

Regresar a
gjercicio

Este icono regresa al ejercicio cuya respuesta acompafia.
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Operaciones con Numeros
Reales

Primero vamos a recordar caracteristicas de algunos conjuntos antes de empezar a
trabajar con las operaciones sobre los ntimeros reales.

a)

b)

Conjunto de los nimeros naturales IN: Los niimeros naturales son los niimeros que utilizamos
para contar, el conjunto formado por estos ntimeros se denota por IN. Es un conjunto infinito, posee
un primer elemento y se puede escribir por extensién como:

N=1{0,1,234,..}

Conjunto de los niimeros enteros Z: El conjunto de los ntimeros enteros es un conjunto que resulta
de ampliar N. Este conjunto,denotado por Z, ademas del cero incluye nliimeros enteros negativos
y positivos. Es un conjunto infinito, pero no posee un primer elemento. Se escribe por extension
como:

Z={.,-4-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..}

Conjunto de los ntimeros racionales Q: El conjunto de los ntimeros racionales se denota por Q.
Retne a todas las fracciones que podemos formar al tomar como numerador y denominador ele-
mentos de Z, con la restricciéon de no dividir por cero. Es un conjunto infinito, no posee un primer
elemento, pero tiene la caracteristica que entre dos de sus elementos siempre encontraremos otro.
Esto es, entre dos fracciones (cualesquiera) siempre encontraremos otra fraccién. Con esto decimos
que el conjunto es denso. Se define por compresiéon como:

Q:{%/ael/\bel/\bio}
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Podemos decir que los elementos de QQ son niimeros cuya expansion decimal es finita o bien peri6-
dica. El siguiente conjunto contiene nliimeros racionales:

{—1.3_1, -1, _71 0,2.75,7.1301, 1000}

d) Conjunto de los ntimeros irracionales I: El conjunto de los ntimeros irracionales retine a todos
aquellos nimeros que poseen una expansion decimal infinita y no periédica. El siguiente conjunto
esta formado por niimeros irracionales:

{ V50, -5.23625... V3, e, 7, 102.368...}

Con lo anterior podemos establecer que:

= En el conjunto de los niimeros naturales estd incluido el conjunto de los niimeros enteros, esto lo
escribimos N C Z.

= El conjunto de los nlimeros enteros estéd incluido en los ntimeros racionales, por lo que escribimos
Z CQ.

» Los nimeros reales R es la unién de los niimeros racionales y los irracionales, asi que escribimos
R=QUL

De esta forma, podemos afirmar que cualquier nimero natural, entero, racional o irracional es un ntime-
ro real.

R

Q

N

Tal como vimos en primaria y secundaria, con los nimeros reales podemos realizar operaciones combi-
nadas haciendo uso de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones, potencias y radicales.

Para realizar estas operaciones es importante recordar que respetamos el orden de lectura, este es de
izquierda a derecha, y dando prioridad como sigue:

Primero: Resolver las operaciones dentro de paréntesis (), llaves [ ] y corchetes {} en ese orden.
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Segundo: Resolver potencias y radicales.
Luego: Resolver multiplicaciones y divisiones.

Finalmente: Resolver sumas y restas.

Cabe mencionar que la prioridad de las operaciones se pueden aplicar tanto para expresiones aritméticas
como para expresiones algebraicas.

A continuacién seguiremos con las definiciones y principales propiedades para potencias, radicales y
valor absoluto lo que nos permite resolver luego operaciones combinadas con ntimeros reales.

1.1 Potencias
Antes de dar la definicién de potencia analicemos las siguiente igualdades:
1) 5+45+5=5-3=15
2) 94+49+...49=9-8=72

————
8 veces

3) 24+-2+4+...+-2=-2-n=-2n

n veces

Los ejemplos anteriores recuerdan que la multiplicacién es una forma abreviada de la suma. Al multipli-
car, se suma un factor tantas veces como lo dice el segundo factor. Note que en el ejemplo 1) el 5 se suma
3 veces.

Una potencia es una forma abreviada de la multiplicacién. Como puede observarse en los ejemplos que
siguen la base se multiplica por si misma tantas veces como lo indica el exponente.

[EEEEN
1) (7= (=7)-(7)(-7) - (-7)

4 veces

2.2
=<
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(B2 |
1) (7= (7)(-7)-(7) - (-7)

4 veces

o (2)-2.2. .2
3) 337773

50 veces

|

Generalizando los ejemplos anteriores, se obtiene la definicién de potencias:

a =a-a-...-a

n veces
Denominamos a como base, y es un niimero real diferente de cero a € R, a # 0. El valor n es un ntimero
entero.
Para realizar operaciones con potencias es necesario conocer sus leyes y adquirir la habilidad para apli-
carlas, por medio de la practica constante.

1.1.1 Leyes de potencias

Las leyes de potencias son indispensables para realizar y simplificar expresiones, estas pueden ser arit-
méticas o algebraicas. A continuacién tenemos una lista de las principales propiedades de las potencias.

Propiedades Importantes\

Seana € R,be R, meNyneN
1

1) a=a
2) a®=1,a#0
3) am.anzam+n

4) (@) = ™

5) a™ = Tm #0

6) — =a™""a#0

7) (a-b)* =a™-b",sia™ e Ryb™ € R

al™ a"
8 H b %0
) o #

:b_n’
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Seguidamente se presentan ejemplos resueltos, analice con cuidado cada paso de la resolucién, en ellos
se utilizan las leyes de potencias para simplificar al maximo las expresiones:

Simplifique al méximo la siguiente expresién

22_35_24
32,27

Solucion

22.3°.24 92.24.3°

32.27 T 27.32
263
T 07.32
26 3
=505
:26—7.35—2

=271.3
1

_1 a3
_23

1
= = o 2y
2

_Z
2

Respuesta

22,35,24—§
32.27 2
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Ejemplo 1.4

Simplifique al maximo la siguiente expresiéon

Solucién

(=D©)
(9)(49)
-1
19

Respuesta
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Simplifique al maximo la siguiente expresiéon

—256 . 1410 . (—4)°
(_7)10 B 1010

Solucién

—25%.1410. (—4)0 _ —(25)%-(2-7)10.1
(_7)10 . 1010 (_7)10 . (2 . 5)10
_(52)6 . 210 . 710
T 710 510 510
_(512) . 210 . 710
T 7510510 10
_(512) 210 710

510 210 710
— _(512—10) X 210—10 X 710—10
— _(52) 5 20 . 70
=—(25)-1-1
=-25

Respuesta

2561410 (-4)0
(_7)10 . 1010
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Ejemplo 1.6

Simplifique al maximo la siguiente expresiéon

23.142.72
2—5
Solucion
273.1472.72  25.72
e 23.142
25.72
S 23.2.77
25.72
T 232,72
25

Respuesta

1.2 Radicales

La operacién inversa de la potenciacién es la radicacion. Para establecer esto analicemos los siguientes
ejemplos:

1) V4 =2, pues?2? =4

2) V=27 = -3 pues (-3)° = -27
3) V1024 = 4 pues (4)° = 1024
4) V729 = 3 pues (3)° = 729

Con base en ellos, £puede asegurarse que V-25 = -5 ? £Por qué?
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1.2.1 Radical de un numero positivo

La raiz enésima de a, denotada por ¥/a, es nimero real positivo b que cumple que b™ = a; es decir:

Ya=be=b"=a
En donde:
= a es un numero real positivo (a € R)y se le conoce como subradical.
= T es un nimero natural mayor o igual que 2, (n € N, n > 2). Es el indice del radical.
= b esla raiz enésima obtenida, que en este caso, es un resultado positivo.

En el ejemplo 3) listado arriba tenemos que el subradical es 1024, el indice es 5 y que la raiz quinta de
1024 es 4.

1.2.2 Radical de un numero negativo

Los radicales de niimeros negativos solo tienen sentido si su indice es un nimero impar. Esto por cuanto
la raiz enésima de a, denotada por ¥/a, es ntimero real negativo b si su enésima potencia es negativa
también. Recordemos de la definicién que:

Ya=be=bv"*=a
Asi quer:
= Si a es un nimero real negativo, b™ debe ser negativo también.
= Lo anterior tiene sentido solo si el indice n es un ntiimero natural impar, n > 3.

= b es la raiz enésima obtenida es un resultado negativo.

— Importante \
Anteriormente se pregunt6 si era posible afirmar que V=25 = —5. Analicemos con detalle
la situacion.

Supongamos que existe un nimero real b tal que b = V-25; esto equivale, por la defini-
cién que dimos antes, a decir que b?> = —25. Pero la potencia b? es siempre un resultado
positivo (de hecho todo niimero real elevado a una potencia par dard como resultado un
nuimero positivo), con lo cual no existe un ntimero real b que cumpla dicha igualdad.

En conclusién, sobre el conjunto R no es posible definir una raiz de indice par con un
subradical negativo.

Asi como las potencias tienen leyes nos permiten hacer operaciones con expresiones que involucran na-
meros reales, también se cuenta con leyes para los radicales.
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Escuela de Matematica Capitulo 1. Operaciones con Ntumeros Reales

1.2.3 Leyes de Radicales

Las leyes de radicales también son indispensables para realizar operaciones con expresiones aritméticas
y algebraicas que los involucren. A continuacién se va a presentar una lista de las principales leyes para
ellos.

Tome en cuenta que las siguientes propiedades son vélidas para a y b ntimeros reales positivos, m y n
nimeros enteros positivos mayores que uno.

Propiedades ImportantesN \

Considere a € R*, b € R, con m € N y n € N son mayores que 1.

1) Yan = a

2) Y& = (Y@ = a

3) ¥/-a=-4%/a,sinesimpar.
nf@

_ Xa
4) b—%,b

5) Va-b=¥a- Vo

6) Y¥a= "a

7) ¥am™ = *¥aP™m, conp €N,p > 1.
8) Vam = (r¥ap™

£0

En el siguiente ejemplo, analice con cuidado cada paso de la resolucién. En él se utilizan las leyes de
radicales para simplificar al maximo la expresion:

Ejemplo 1.7

Simplifique al maximo la siguiente expresion:

5210 _ 4
315~ 27
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Solucién

@
N
—
o
&
N
—_
o

&l
=
6)]
I
N Zu
gz W
=)
(6;]

ol

O8]

SR

N
N

Respuesta

Operaciones con radicales

Para realizar operaciones de suma, resta, multiplicacién y divisién con ntimeros reales que involucren

radicales, es necesario aplicar las siguientes propiedades:

Propiedades Importantes

Las siguientes propiedades son vélidas siempre y cuando los radicales involucrados pue-
dan calcularse.

1) c¥a+d¥a=(c+d)Va

2) c¥fa-d¥o = cd¥Vab.

. _cV¥a _c,fa
3) (cva)f(bva)_d%_d c/conb#0yd#0.

J

\

En los siguientes ejemplos, analice con cuidado cada paso de la resolucién. Se utilizaran las propiedades

de operaciones con radicales para simplificar al méximo las expresiones dadas.
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Ejemplo 1.8

Simplifique al maximo la siguiente expresion:

2V6 — 4V6 +5V—6 + V6

Soluciéon
2V6 — 4V6 + 5V—6 + 2V6 = 2V6 + 5V—6) + (—4V6 + V)
= (2V6 - 5V6) + (-4V6 + V)
=2-5V6+(-4+1)V6
= -3V6 + (-3)V6
= -3V6-3V6
Respuesta

2V6 — 4V6 + 5V—6 + V6 = —3V6 — 3V6

Ejemplo 1.9

Simplifique al méximo la siguiente expresion:

%\3/25-34+2\3/28-3—\3/26-34
Soluciéon
%\3/25-34+2\3/28-3—\3/26-34=iWﬂM—W
:31\72_3-\3/3_3-\3/22_-3+2-\3/2_6-\3/22_-3—\3/2_6-\73_3-\3/§
=}L~2-3-\3/22_.3+2-2§-\3/ﬁ—2§-3~\3/§
:Z-VE+2-22-«3/E—22-3\3/§
:g\s/ﬁ+8\3/ﬁ—12\3/§
:(%+8)\3/ﬁ—12\3/§
:179\3@—12\3/5

Respuesta

411\3/25-34+2\3/28-3—\3/26.34=%\3/5—12\3/5
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Ejemplo 1.10

Simplifique al maximo la siguiente expresién:

2
5 1120
2 - R
\/4 " (15) HETIC
-2 -2
1120 1
Jé‘:z St (%) Sl 11—19 = \/16 ol (5) + 1120-19

=V16+32+11
=V16+9+11

Solucion

Respuesta

Simplifique al maximo la siguiente expresion:

V1 +3)2-v3B-1)2

Solucién

VB +1)2: (3 -1 = V(42 - (2?
= I - Jer
- -Jor
=J@*- P
=@y
=7
=4

Respuesta

VA +32-J(3-1)2 =4
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Simplifique al maximo la siguiente expresién:
_1\1-2
(=324 (2
( (32 + (2
413
3]
(4]

Solucién

Respuesta
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Note que en todos los ejemplos anteriores hemos realizado operaciones con radicales que mostraban el
mismo indice. Ahora nos hacemos la pregunta, £cé6mo realizamos multiplicacién de radicales con indices
distintos? para ello necesitamos hacer cambio de indice, utilizaremos el siguiente teorema en esto.

Teorema

Seam € N,n € N, n > 1, sea k el minimo comtn multiplo (m.c.m) entre m y n, lo
denotamos como: (m,n) =k, y sean a € R*, b € R* entonces:

Ra- Vb = Vax - b

A continuacion, se presenta un ejemplo del uso de este teorema. Analice con cuidado cada paso de la
resolucion.

Ejemplo 1.13

Simplifique al méximo la siguiente expresién: V5 - V2

Solucién

Para este caso el m.m.c de los indices de las raices es (2,3) = 6 entonces:

Respuesta

V5. V2 = 500

También es importante mencionar que algunas de las leyes de potencias se aplican cuando los exponentes
de las potencias son niimeros racionales, como se muestra a continuacion:
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Propiedades Important

N

v

Considere a € R € R*, con m, n, p nimeros

enteros no nulos.

4) an =—7,cona#0
an
m
an m_
5) — =ar d,cona#0
ada

1.3 Valor absoluto

Ahora para continuar realizando operaciones con los ntimeros reales necesitamos
recordar el concepto de valor absoluto de un ntimero real.
En la siguiente imagen representamos el conjunto de los nimeros reales como pun-
tos sobre una recta. En esta recta numérica hemos sefialado varios puntos, el punto
A correspondiente con el niimero —1.5 y el punto B con 4.

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

B
4
4 45

1.5 unidades 4 unidades

Note que, si se mide la distancia entre —1.5 y 0, ella corresponde con 1.5 unidades. Lo mismo sucede al

medir entre 0 y 4, donde la distancia es de 4 unidades.

Estos son ejemplos que brindan una idea geométrica del valor absoluto, donde para cualquier nimero

real x su valor absoluto corresponde con la distancia entre dicho niimero y el cero.
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Formalmente, el valor absoluto de un niimero real x, denotado por |x|, se define como:

x si x>0
Ix| =
—-x si x<0

Aplicando la definicién anterior a dichos puntos tenemos:
w |4 =4
» |-15/=—(-15)=15

Seguidamente se desarrollaran ejemplos aplicando la definicién de valor absoluto, en expresiones mds
complejas:

Ejemplo 1.14

Considere |x — 3|, con x € R. Analice los posibles resultados de esta expresion.

Solucién

Al ser x desconocido debemos utilizar la definicién de valor absoluto para determinar su valor.
Aplicando la definicion de valor absoluto tenemos:

x—3 si x=-32>0
Ix = 3| =
—-(x=3) si x—-3<0

lo cual equivale a

x—3 si x>3
Ix = 3| =
—-(x=3) si x<3

Respuesta
Asi, en el caso que x > 3 la expresion |x — 3| serfa equivalente a x — 3, y en el caso que x < 3, la

expresion |x — 3| serfa equivalente a —(x — 3), esto es —x + 3.
—
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Determine el valor de la expresién

]2«/5 - 3‘

Solucién Para resolver este ejercicio primero debemos encontrar el signo de la expresién que se
encuentra dentro del valor absoluto. Como a simple vista no sabemos cual de los dos términos de
la expresién es mayor, vamos a analizar de forma separada sus cuadrados.

(2@)2 =38

By =9

Ahora como la relacién de elevar al cuadrado es creciente para ntimeros positivos, esto es si tenemos
0 < a < b se cumple que a? < b?, podemos concluir que:

2V2 <3

De donde tenemos:
2V2-3<0

Dado que el resultado corresponde con un nimero negativo, el valor absoluto cambiara su signo:
[2V2-3|= - (2v2+3)

Respuesta

‘2«/5—3‘:3—2\/5
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Ejemplo 1.16

Determine el valor de la siguiente expresion

-7

Solucién
Note que en este caso tenemos dos radicales con diferente indice, por lo que vamos a reescribirlas
para que coincidan.

Para encontrar el nuevo valor de los indices calculamos el minimo comtn multiplo (m.c.m) entre
los indices de las raices. En este caso m.c.m(3,4) = 12. Buscaremos entonces que el nuevo indice
sea 12.

De las propiedades para radicales que enunciamos en la seccién anterior tenemos que
Yam = "Wamk, esta propiedad nos permite reescribir los radicales como sigue:

¥ - W5 - ¥

7 = 7 = X7

Por lo tanto, la expresion original es equivalente a:
%55 - ¥7
Ahora, dado que:

(V5412 = 5% = 625

(N73)12 = 78 = 343

Podemos concluir que

V54 > N73
De donde

V54— N73 >0

y por tanto

V5-V7>0
Asi hemos determinado que la diferencia es positiva, con lo cual el valor absoluto
¥5-47.

Respuesta

5 - \4/7‘ queda

35— 7| = 5 - 7
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1.3.1 Propiedades del valor absoluto

A continuacién presentamos las propiedades bésicas del valor absoluto.

Propiedades Importante’!s\ \

Sean x y y numeros reales cualesquiera, entonces:
1) |x| =0

2) |x| =0siysolosix =0
3) [=x|=[x|
4) Ix-yl=ly-x|

5) |x-yl = x| |yl

6) |— :m,conyio

y| |yl
7) Ix+yl < x|+ [yl

X

Ahora podemos ampliar una propiedad de los radicales que establecimos antes para
niimeros reales positivos, pero que con el valor absoluto podemos considerarla para
cualquier nimero real a € R:

Vam™ =|q| neNnz>2

Note que con esto ahora tiene sentido la igualdad V25 = 1/(=5)2 = |-5| = 5

Finalizaremos este capitulo con un ejercicio resuelto que utiliza algunas de las propiedades que hemos
establecido para simplificar una expresién mas compleja.

Ejemplo 1.17

Efectte las operaciones y simplifique la expresion:

‘\/5_4—8|—2|5—\/ﬂ‘+\/(3—\/6)2
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Solucién
Vamos a analizar cada valor absoluto por separado:

» Para ’\/ﬁ - 8‘ veamos el siguiente razonamiento que permite deducir el signo de V54 — 8.

54 < 64 = V54 < V64

= \/5_4.<8
= V54-8<0

Asi por definicién de valor absoluto, | V54 — 8] = —(V54 — 8).

= De forma anéloga analizaremos |5 — V24].

24 <25 = 24 <25

= \/2_4<5
= 5-V24>0

Entonces |5 — V24| = (5 — V24).

= Ahora tenemos /(3 — V6)2 = |3 - V6, siguiendo el proceso anterior tenemos:

6<9 = V6<V9
= V6<3
= 3-V6>0

Asi |3 - V6| = (3 - V6).
Finalmente integramos los resultados obtenidos:
‘\/5_4—8‘—2‘5—\/2_4‘+\/(3—\/€)2 = —(V54 —8) —2(5 - V24) + |3 — V6|
=-(3V6-8)—2(5-2V6) + (3 - V6)

= 3V6+8-10+4V6+3—-V6
=1

Respuesta

’@—8’—2’5—\/2_4’+\/(3—\/€)2=1
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1.4 Ejercicios

Simplifique al méximo cada una de las siguientes expresiones haciendo uso de las leyes de potencias:

_3)7 .39 14 (3)?
@4y VP @ 145 2710
(_3)15.34 %
3471 +1+2-472 -2, 30 . 3511, 494
D42 212 @ 144 005 Y
4-1-2.4 (-14)20 . (-12)-31

Utilice las leyes de potencias y radicales para simplificar al maximo las siguientes expresiones:

5[ —125 5[ 243
@ 145 322 @ 146 wlﬁ

343

Exprese los radicales involucrados en cada una de las siguientes expresiones en su forma mas simple y
realice las operaciones indicadas:

-3
G 1.4.7 51— 16+ V128 1411 L. v +2_(%2)
16
@D 148 %«3/2_4 + %«3/375 + %6/1029

@ 49, 273210
@149 WV 12- (V8- +1)

V16

0z = 1w 70:3V2
& 1410 Vo535 V63 +32-25 @ 1413 3v2- - (V5 - 142 - 7

D 1414 Determine el resultado de simplificar la expresién, donden € N, n # 0.
6 (3)
2
(V3v27)" - 3481 + (-3)1

Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones y exprese el resultado en su
forma simple:
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1415 9.3 @ 1416 3-V5 ® 1417 6-936

Simplifique las siguientes expresiones numéricas:

1-+5] B
@ 418 0T, B @ 1419 ‘3«/5—@+2|— (1-V5)2

+
24_(1)9 2943
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Capitulo

Expresiones Algebraicas

Estamos utilizando expresiones algebraicas cada vez que trabajamos con expresiones formadas por va-
riables (simbolo que puede representar distintos valores en R) y constantes (valor permanente que no
puede modificarse que representa un nimero real fijo) mediante sumas, restas, multiplicaciones, divi-
siones o potencias.

Algunos ejemplos de expresiones algebraicas son:

5
= 3V2xy = —5x2vu

2x + 38y? - z* = 6546
25x2 4+ z . ab2cd

De entre las muchas formas de expresiones algebraicas, nos interesa estudiar en especifico alos monomios
y alos polinomios. En la siguiente secciéon repasaremos sus caracteristicas y realizaremos operaciones con
ellos.

2.1 Monomios

Se llama monomio a la expresién algebraica compuesta por variables y constantes que se multiplican,
donde los exponentes de las variables deben ser enteros positivos. Las constantes reciben el nombre de
factor numérico; mientras que las variables se denominan factor literal.

Algunos ejemplos de monomios son:

Monomio | Factor numérico Factor literal
5x2 5 x2
35
7b°c Z b33
4 4
—mn3 -1 mn3
8 8 . . .
5 5 cualquier variable con potencia 0
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Con los monomios se pueden realizar sumas, restas, multiplicaciones o divisiones. En los siguientes apar-
tados se desarrollard con més detalle la manera correcta para resolver estas operaciones.

2.2 Sumas y restas de monomios

Para realizar sumas o restas de monomios, estos deben tener el mismo factor literal
(las mismas variables en las mismas potencias). A estos monomios los llamamos
monomios semejantes. Si por el contrario no comparten exactamente el mismo fac-
tor literal les llamamos monomios no semejantes. Observemos los siguientes ejem-
plos:

1 .
1) Los monomios ;yzz, yz?, —4yz? son semejantes entre si.

2
) am . )
2) Los monomios 3a2m3x, 2a?m?, — no son semejantes entre si.

2
Se puede notar que en el ejemplo 1), los monomios son semejantes pues tienen exactamente el mismo
factor literal yz?. Por otro lado, en el ejemplo 2) no son semejantes, dado que a pesar que el factor a2 se
repite en cada monomio hay otros factores distintos que lo acompafian.

La definicién de monomios semejantes y no semejantes nos permite establecer otros conceptos:

= Si se suman o restan dos monomios no semejantes, la expresion resultante se llama binomio. Por
ejemplo, 3x? — x es un binomio. Note que los factores literales de cada monomio son distintos, por
lo tanto no se puede realizar la resta entre ellos.

» Si se suman o restan tres monomios no semejantes, la expresion resultante se llama trinomio. Por
ejemplo, 4b% + 5bn — 2n? es un trinomio.

= Por dltimo, si se suman o restan cuatro o mas monomios no semejantes, la expresioén resultante se

1
llama polinomio. Por ejemplo, —5ab + 2y*x — 5% +25a* es un polinomio.

— Importante

Para denotar binomios, trinomios o polinomios, se suelen utilizar letras maytsculas. Asi por
ejemplo, podemos indicar:

Considere los polinomios P(x) y A(y) tales que P(x) = 2x> + 5x — 2, A(y) = -9y + 3.

Y con esto referirnos a operaciones con ellos, por ejemplo la evaluacién:

P(0) y A(1) se refieren al valor numérico que se obtiene al sustituir la variable por el niimero
indicado. En este caso P(0) = -2y A(1) = 6.
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Para sumar monomios ellos deben ser semejantes, asi podemos considerar los coeficientes de cada uno
y realizar las operaciones que corresponda con ellos. A continuacién se presentard un ejemplo de esto,
ademads se mencionard el tipo de expresion resultante.

Efecttie las operaciones segtin corresponda

3
2xy? + dxy? — 5xy? — Exyz

Solucién

2xy? + dxy? — 5xy? — gmf

Notemos que se trata de cuatro monomios semejantes que se estdn sumando y restando.
Asi que mantenemos el factor literal y vamos a realizar las operaciones con los factores numéricos:

Il
—_
N
+
>~
|
Q1
|

| W
~————
x
«

N

Respuesta

xy?

3
2xy? + dxy? — 5xy? — ExyZ =

2
Xy .
Note que =, €5 unmonomio
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2.3 Sumay resta de polinomios

Para efectuar la suma y resta de polinomios es necesario agrupar los monomios semejantes entre si y
emplear de forma adecuada la prioridad de las operaciones que habiamos listado antes. En los siguientes
ejemplos preste atencién al uso de los paréntesis para agrupar términos semejantes en el proceso de
resolucion.

Realice las operaciones indicadas y escriba el resultado en la forma mads simple.

14x — (Bx—2) = [6x+2 - (x —1)]

Solucién
14x —(Bx—2)—[5x+2—-(x—1)] =14x - 3x +2 - [Bx + 2 — x + 1]
= 14x — 3x + 2 — [4x + 3]
=14x-3x+2—-4x—-3
=(14x —3x—4x)+ (2-3)
=7x-1
Respuesta

14x - Bx—-2)—[5x+2-(x—-1)]=7x-1

Realice las operaciones indicadas en la siguiente expresion:

(—4x3y + 19xy° — y° + 6a%b?) — (—y? - 40xy> + 2a®b? — 15x°y)

Solucién
= 4%y + 19xy® — y® + 6ab? + y? + 40xy® - 2a°b? + 15x°y
= (—4x3y + 15x%y) + (19xy® + 40xy®) — y® + (6a%b? — 2a%b?) + y?
= 11x%y + 59xy° — y® + 4a%b? + 2

Respuesta

(=Y + 19xy° — y° + 6a%b?) — (—y? — 40xy> + 2a%b? - 15x%y) = 11x%y + 59xy® — y® + 4a°b? + 2
—
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2.3.1 Multiplicacién de monomios

Para la realizacion de productos de dos 0 mas monomios, es necesario la aplicaciéon de las leyes de po-
tencias, asi como recordar conceptos bdsicos como la multiplicacién de fracciones. Con el fin de mostrar
un proceso mas claro vamos primero a agrupar los factores numéricos y los factores literales de los mo-
nomios involucrados.

Ejemplo 2.4

Determine el resultado de realizar la siguiente multiplicacién.

3x*y3(5xy?z — 3x3 + 7y?2?)

Solucién
3x2y3(5xy?z — 3x3 + 7y%2%) = (3x%y® - 5xy®z — 3x2y3 - 3x3 + 3x2y® - 7y22?)
= 15x3y°z — 9°y® + 21x%y°22
3x%y3 (5xy?z — 3x% + 7y22?) = 15x3y°z — 9x°y? + 21x%y°22
Respuesta

Realice la operacién indicada en la siguiente expresion:

() ot (3

3
Solucién
=2 =2
( xy) (V3xy?) (—ax y) (? V3. %) (xy - xy? - ax’y)
6\/_
(XSy a)
=-— 3ay 40

Respuesta

(_23)@) (V3xy?) (%ax%) = —V3ay*®
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2.3.2 Multiplicacion de polinomios

Para realizar multiplicaciones entre polinomios utilizaremos la propiedad distributiva de la multiplica-
cién sobre la suma, asi realizaremos el producto entre dos polinomios término a término, esto signifi-
ca que multiplicaremos monomios por monomios. Analice cuidadosamente los pasos en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 2.6

Determine el resultado de la siguiente multiplicacién entre polinomios:

(2x+y)(x-y)

Solucién
2x+y)x-y) = (2x+y) - x—(2x +y) -y
=2x-x+y-x)—(2x-y+y-y)
= 2x% + xy — 2xy — y>
=2x? — xy — y?
Respuesta

2x+y)(x—y) =2x* —xy —y*

Ejemplo 2.7

Determine el resultado de la siguiente multiplicacién entre polinomios:

(x — 7y + 1)(2x%y — 3xy® + 5xy)
Solucién
(x — 7y + 1)(2x%y — 3xy? + 5xy)
=(x=7y+1)-2x%y — (x =7y + 1) - 3xy® + (x = 7y + 1) - 5xy
= (x - 2x%y =7y - 2%y + 1-2x%y) — (x - 3xy? — 7y - 3xy? + 1 - 3xy?) + (x - 5xy — 7y - 5xy + 1 - 5xy)
= (2x%y — 14x%y? + 2x%y) — (3x%y? - 21xy® + 3xy?) + (5x*y — 35xy? + 5xy)
= 2x3y = 14x2y2 + 2x2y = 3x2y2 + 21xy3 = 3xy2 + 5x2y = 35xy2 + 5xy
= 2%y — 17x%y? + 7x%y + 21xy® — 38xy? + 5xy

Respuesta

(x — 7y + 1)(2x%y - 3xy® + 5xy) = 2x°y — 17x%y? + 7x%y + 21xy> — 38xy? + 5xy
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2.3.3 Productos notables

Los productos notables, también llamados férmulas notables, nos permiten disminuir la cantidad de los
procedimientos involucrados al realizar multiplicaciones de polinomios que cumplen con cierta forma
particular. A continuacién se van a mostrar algunas de las productos notables mas utilizados.

Propiedades ImportantesN \

/

1) (a+1b)?>=a?+2ab +b?

2) (a—b)?=a%-2ab+b?

3) (a—b)(a+b)=a*-1b?

4) (a+0b)® = a®+3a%b +3ab? + b3
5) (a-1b)%=a®-3a?b +3ab? - b3
6) (a—b)(a®+ab+b?) =a®-1b3

7) (a+b)(a®?—ab+b?) =a®+1b3

Para comprender la equivalencia de estas igualdades veamos el proceso que involucra la primera de
dichas férmulas.

(a+b)?=(a+b)a+b)
=(a+b)a+(a+Db)b
=(a-a+b-a)+(a-b+b-b)
=a%+ba+ab+b?
=a?+ ab + ab + b?
= a® +2ab +b?

En los siguientes ejemplos vamos a utilizar las férmulas notables al realizar operaciones combinadas de
suma, resta y multiplicacién con polinomios.
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Ejemplo 2.8

Realice la siguiente operacion utilizando férmulas notables
2
1
4Py + =
[res2)
Solucién
Recordemos que (a + b)? = a® + 2ab + b?, entonces
1\2
(4xzy + E) = (4x%y)? +2- (4x%y) - >
1
= (4x%y)? + 4Py + 1

= 16x*y? + 4x°y + %

Respuesta
1\? 1
(4x2y + E) = 16x*y? + 4x°y + 1

Ejemplo 2.9

Realice la siguiente operacion utilizando férmulas notables
(x+1P2-(x-1)>°
Solucién

Recordemos que
(a+b)® =a®+3a’b +3ab? + b°

(a—b)% = a®-3a’b +3ab? - b°

entonces se tiene que (x + 1)> — (x — 1)° es equivalente a
= (3432 +3x+1) - (x* =3x* +3x - 1)
=x3+3x2+3x+1-x3+3x2 - 3x +1

= 6x% +2

Respuesta
(x+1)P°-(x-1>=6x>+2
—
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Ejemplo 2.10

Efectte la siguiente operacién

(3x2 + 1.42)(9x4 + BXZyZ + y4)

Solucién

(3% + y2)(9x* + 3x%y? + y*) = 3x2(9x* + 3x%y? +y*) + y2 (0t + 3x%y? +yh)
= 3x? - 9x* + 3x? -3x2y2 + 3x? -y4 +y2 - 9x* +y2 -3x2y2 +g2 -y4
= 18x% + Ix*y? + 3%yt + oxty? + 3%yt +y°
=18x° + 18x4y2 + 6x2y4 +y°
Respuesta
(3x% +yH)(9x* + 3x%y? + yt) = 18x8 + 18x*y? + 6x?y* + y°

Desarrolle y simplifique la siguiente expresion:

(x™+1)° = x> +2(x™ + 1)

Solucién
Recordemos que
(a+b)® =a®+3a’b +3ab? + b°

Entonces
(xM+1)° =+ 2(x™ + 1) = (6T + 3P +3xM + 1) = T+ (2x™ +2)
=T £ 3% 43+ 1 =X 4+ 2x™ + 2
=3x*" +5x™ + 3
Respuesta

(™M +1)°2 =3 +2(x™ + 1) = 3x®™ + 5x™ + 3

Antes de finalizar esta seccién es importante mencionar una herramienta matematica de gran utilidad
denominada el tridngulo de Pascal, la cual permite ejemplificar la expansién de los productos notables
a a potencias mayores de las aqui mostradas. Puede observarse como se construye en el siguiente video.
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2.4 Division de expresiones algebraicas

Para realizar divisiones entre expresiones algebraicas vamos a partir de la divisién
entre monomios para luego pasar a dividir polinomios. En este proceso debemos

tener presente las leyes de potencias y el algoritmo de la divisién que aprendimos & L
en primaria.

2.4.1 Division monomio entre monomio

Para realizar la divisién entre monomios se dividen los coeficiente como niimeros reales que son, mientras
que para los factores literales se siguen las leyes de potencias. Analice los siguientes ejemplos.

Determine el el cociente de la divisién

(84x°bhy®) =+ (12xb*)
Solucién

84x3bHy®
12xb*

84 x3bhy®

12 xbd

— 7xB-Dp-4),,6

Y
= 7x*y°

(84x°b*y®) + (12xb*) =

Respuesta
(84x°b*y®) + (12xb*) = 7x%y°

Ejemplo 2.13

Simplifique la siguiente expresion:

72x*y3

48x2y>
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Solucién

72xty? 2%.3-3xyd
48x2y5  23.3-2x2y5
_ 3X4y3
2x2y5
_ 3xtx 2
2y5y—3
=2

Respuesta
724y 3_x2
48x2y>  2y2

Decimos que un cociente estd completamente factorizado si cumple las siguientes condiciones:

1) La fraccién formada por los coeficientes de los monomios involucrados esta expresada en su forma
mas simple.

2) Las variables que aparecen en el numerador son diferentes de las que aparecen en el denominador
y no se repiten.

3) Las potencias de las variables involucradas tienen exponentes positivos.

Ejemplo 2.14

Determine el el cociente de la divisiéon

(—21xy°2%) + (14xy?2°)

Solucién
—21xy32®
3.3 . 2.5\ _
(—ley 7% )T (147(‘9 7% ) = TUZZS
—21 ( (
= EXl—l)y 3—2)Z3—5)
-3
= 7y2_2
_ %y
T 222
Respuesta

(—21xy32%) = (14xy%2°) = =3y
272
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Simplifique la siguiente expresion:

Solucién

Respuesta

V3xtyoz
V81x4y7z

V3xtySz B V3xtySz

V81x4y7z - V34xdy7z
Btz
- 3V3x4y7z

xty®z

- 3x4y7z

xtx4zz71

- 3yTy°

XO ZO
y7y>
1

QW

_y2

O8]

VBxty®z 1

V81x4y7z - 3y?

En los ejemplos anteriores se pone en evidencia que el cociente que se obtiene al dividir dos monomios

Nno es necesariamente un monomio.
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2.4.2 Division polinomio entre monomio

Para dividir un polinomio entre un monomio dividiremos cada término del polinomio entre el monomio.

Ejemplo 2.16

Divida el polinomio P(x) = 2xy® + 4xy* — 8xy?z? entre el monomio —2xy>.

Solucién
2xy° + dxy?t — 8xy?2?
o 3\ —
PO+ (299 = ==
B 2xy® N 4y 3 8xy2z?
a3 -2y —2xyB
2 2
=y -2y+4—
Y
Respuesta
2 5 4 4 2.2 2
Xy + 4xy 38xy z =—y2—2y+4z—
—2xy y

Ejemplo 2.17

Determine el cociente que se obtiene al dividir el polinomio P(x) = x®™* — x2*2 4 2x™*3 entre x

donde n € IN.
Solucién
. o X3TL+1 _ X2n+2 + 2Xn+3
P(x) + (x™) =
XT‘L
x3n+1 x2n+2 2Xn+3

Tooxn - xn xmn

— X3n+1—n _ X2n+2—n + 2Xn+3—n

— X2‘rL+1 _ Xn+2 + 2X3
Respuesta

3n+1 2n+2 n+3
X —X +2x
— X2n+1 _ Xn+2 + 2X3

xn
|

Note que la distribucién se puede aplicar solo cuando varios términos se dividen por un mismo denomi-
nador. Un error comun es hacerlo en forma inversa, lo cual no tiene sentido.
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Recuerde que

Ejemplo 2.18

Determine el cociente que se obtiene al dividir (a>™** + 2a?™*3) entre a™*? donde m € N.

Soluciéon
2m+4 2m+3
a + 2a
(a2m+4 + 2a2m+3) = (am+2) —
am+2
B a2m+4 a2m+3
- am+2 am+2
— a2m+4—(m+2) +2a2m+3—(m+2)
— am+2 + 2am+1
Respuesta

2m+4 2m+3
a +2a
_ am+2 +2 am+1

am+2

2.4.3 Division polinomio entre polinomio

Para realizar la divisién entre polinomios es necesario recordar la divisién con nu-
meros naturales

7 2
- 6 3
1

En este tipo de divisiones tenemos un dividendo, en el ejemplo anterior es el 7, un divisor que seria el
2, un cociente que corresponde al 3 y un residuo que seria el 1. Esto nos permite mostrar la divisién de
varias maneras:
7+2=3+(1+2)

7 1

37%%;
e incluso reescribir 7 =2 -3 + 1.
Las divisiones con polinomios también cuentan con estos elementos que permiten reescribir expresiones

algebraicas. Para lograr una mayor comprensiéon vamos a recordar el algoritmo de la division.
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Teorema 2.1
Algoritmo de la divisién.

Dados dos polinomios A(x) y B(x), con B(x) # 0, existen dos tinicos polinomios Q(x) y R(x) tales
que:

A() = B(x) - Q(x) + R(x)
Esta relacion se puede denotar también como:

A() _
B(x)

R()

QM+ gy

donde el grado del polinomio R(x) es menor estricto que el grado del polinomio B(x) o bien R(x) = 0.

El polinomio A(x) es el dividendo, B(x) el divisor, Q(x) el cociente y R(x) el residuo.

Los polinomios Q(x) y R(x) se obtienen al efectuar la divisiéon de A(x) entre B(x) mediante el siguiente
procedimiento.

Procedimiento para efectuar la divisién de A(x) entre B(x).

1) Ordenamos los polinomios A(x) y B(x) en forma descendente de acuerdo con grado de cada poli-
nomio.

2) Ahora se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor. Este resultado,
que llamaremos resultado parcial, pasa a formar parte del cociente.

3) Multiplicamos el resultado parcial por todos los términos del divisor y lo restamos al dividendo.

4) Si el residuo obtenido en el paso anterior es cero o de grado menor que el divisor, ahi terminé el
procedimiento. En caso contrario se repiten los pasos 1, 2 y 3, pero tomando como dividendo el
residuo obtenido en el paso anterior.

A continuacién se presentardn algunos ejemplos de como efectuar divisiones entre polinomios usando
ese procedimiento.
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Ejemplo 2.19

Sea A(x) =x>-5x*+x-1yB(x)=x-1.
Efecttie la division de A(x) por B(x), e indique el cociente y el residuo.

Solucion

x3-5x2 +x-1

-x3 +x2
—4x% +x
4x% — 4x
-3x-1
Ix—-3
-4

Asi, se tiene que el cociente Q(x) que se obtuvo es x — 5 y el residuo R(x) es -4.

Respuesta
A 552 +x-1 4
(x)  x>=5x"+x 2 4y 3

B(x) x—1 x—1
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Ejemplo 2.20

Sea A(x) = x> =5x2+x—1yB(x) =x*+ 1.
Efecttie la division de A(x) por B(x), e indique el cociente y el residuo.

Soluciéon
x3-5x2+x—-1 ¥l
x -5
— 50 -
— 5x2 -1
52 +5

4

Asi, se tiene que el cociente Q(x) que se obtuvo es x — 5 y el residuo R(x) es 4.

Respuesta

Sea A(x) = 6x° —5x* = 7x2 + 3y B(x) = 3x® —4x® — x + 1.
Efecttie la division de A(x) por B(x), e indique el cociente y el residuo.

Solucién

3x3 —4x2 —x + 1
6x° — 5x* — 7x? +3

D b5 40 D)
—6x° + 8x* +2x3 — 2%?
3xt 4+ 2x3 — 9x?
3t +4x3 +x2 —x
6x3 —8x> —x+3
—6x3 +8x%2+2x -2

x+1

Asi, se tiene que el cociente Q(x) que se obtuvo es 2x? + x + 2 y el residuo R(x) es x + 1.

Respuesta
5_ 54 _ 72
A(x):6x 5x* —7x +3=2X2+X+2+ x+1
B(x) 3x3 —4x2 —x+1 3x3 —4x2—x+1
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Considere A(x) = x* +x° = 2x3 +20 — x y B(x) = x* + 2 — 4x.
Realice la divisiéon de A(x) entre B(x), e indique el cociente y el residuo.

Solucién

Para aplicar el procedimiento debemos primero ordenar los polinomios en forma descendente.
Ademads, note que el polinomio A(x) es grado 6, pero no presenta monomios de grado 5 ni grado 2,
por ello vamos a reservar los espacios de aquellos términos ausentes, pues es probable que surjan
en el proceso de division.

2
x-—4x +2
x0 +x* —2x8 -x +20

x* + 4x3 + 15x2 4+ 50x + 170
—x0 +4x> —2x*

4x5  —x* =23
—4x° +16x* —8x3
15x* — 10x3

—15x* + 60x° — 30x2
50x3 — 30x2 - X
—50x3 + 200x2 — 100x

170x? — 101x +20
— 170x? + 680x — 340

579x — 320
Asi, se tiene que el cociente Q(x) que se obtuvo es x* + 4x> + 15x* + 50x + 170 y el residuo R(x) es
579x — 320.
Respuesta

6 4 3 _ _
AR) _ X+ X" =2 =x+20 4 y5 0152 4 50x 4 170 4 222X =320
B(x) x2 —4x +2 X2 —4x +2

2.4.4 Division Sintética

La division sintética es una forma abreviada de realizar la division entre polinomios
de una variable cuando el divisor es un binomio de la forma x — ¢, donde c € R. En
el proceso se utilizan los coeficientes del dividendo y el valor con el cual se anula

el divisor. Como aspecto importante, debe colocarse un cero para indicar que un < L

término del polinomio estd ausente.
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A continuacién se va a desarrollar un ejemplo donde se muestra este tipo de division:

Determine el cociente y el residuo de dividir A(x) por B(x) polinomios tales que

A(x) =4x>+5x+2 ; B(x)=x-3

Solucién

Para realizar este es tipo de divisién se conforma un arreglo que incluye en la primera fila los
coeficientes del polinomio A(x) ordenado descendentemente, es decir los valores numéricos que
acompafan a cada potencia x del dividendo, ordenado de mayor a menor. En este ejemplo como x>
esta ausente en el polinomio colocaremos un cero como su coeficiente. El arreglo queda como sigue:

4 0 5 2

En el caso del polinomio divisor B(x) se debe de tomar el valor donde este se anule, para lo cual
resolvemos la siguiente ecuacion:

Este valor se ubica al extremo derecho del arreglo:

4 0 5 2

Ahora el primer valor se copia en la tercera fila. Este nimero se usard para formar la segunda fila
en un efecto multiplicador.

4 0 5 2
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Para la segunda fila sus valores se obtienen al multiplicar el primer valor, en este ejemplo el 4, por
el cero del divisor (3) y colocamos su resultado en la primera posicion.

4 0 5 2
12 3

4

Ese resultado se suma con el correspondiente valor de la columna para formar el segundo elemento
de la tercera fila.

4 0 5 2
12 3
4 12

El proceso se repite ahora con este nuevo valor, esto es: 12 se multiplica por 3 y el resultado se
coloca en la siguiente posicion.

4 0 5 2
12 36 3
4 12
Y volvemos a sumar.
4 0 5 2
12 36 3
4 12 41 ‘

El proceso se repite hasta completar toda las columnas.
En este ejemplo el arreglo final queda de la siguiente forma:

4 0 5 2
12 36 123 |3
4 12 41 125\

En la tercera fila encontramos los coeficientes del cociente y el residuo. Dado que el divisor es de
grado 1, el cociente corresponde con un polinomio que es exactamente un grado menor al del
dividendo. En este caso tendremos que el cociente es de grado 2 y sus coeficientes serfan 4, 12 y 41.
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Respuesta

Entonces el polinomio cociente Q(x) de esta divisién se forma con los primeros 3 valores obtenidos,
Q(x) = 4x? + 12x + 41 y el residuo R(x) es el tltimo ntimero de la fila, es decir R(x) = 125.

Ejemplo 2.24

Determine el cociente y el residuo que se obtiene al dividir
de dividir A(x) = 2x° — 9x3 + 2x? + x — 2 entre B(x) = x — 2.
Solucién

Igual que antes se toman los coeficientes del polinomio A(x), colocando cero para los términos
ausentes.
En este caso el valor donde se anula el divisor es 2, con lo cual el arreglo corresponde con:

20 -9 21 -2
4 8 -2 0 2|2
24 -1 01 0\

Como el dividendo es grado 5 y el divisor grado 1, el cociente que se obtiene es de grado 4 y sus
coeficientes son 2, 4, -1, 0 y 1. Con lo cual su forma es Q(x) = 2x* + 4x3 — X% + 0x — 1. El residuo
corresponde con el dltimo valor de la tercera fila.

Respuesta

Entonces el polinomio cociente Q(x) de esta divisién se forma con los primeros 3 valores obtenidos,

Q(x) = 2x* + 4x® — x* — 1 y el residuo R(x) es cero.
—

2.5 Ejercicios

Realice las operaciones indicadas y simplifique al méximo.
1 2
@ 2.5.1 —3xy?+x%y — Exyz + gxzy

@252 2t-3t+20t—(t+5)]+1

@ 2.5.3 3x(2x? — xy) + x — x(x + 5xy)
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Realice los productos indicados y simplifique al maximo.
@254 (3x2) (—x%y) (~ax)

_ _ @ 257 (2r2-7)(r+1)
@ 2.5.5 (—1x2y) (—3xy2) (EaXS)

2 5 3
@ 258 (x*y°®+2)(xy —2)
@ 2.5.6 -3m’n (3m? +4m? - 3mn?)

Realice las operaciones que involucran productos notables y simplifique al maximo.
@ 259 (=2+y)?+(-y-32?-y>
@2.5.10 (—x —y)(=x +y)

2511 —3(—y - xP = 3(=x—yP2x - )

Simplifique cada una de las siguientes expresiones:

2p3 V135a%b°
@ 5510 12007 @513 1R
60a3box°t V40a3b5x6

Para cada par de polinomios A(x) y B(x) que se define a continuacion, realice la divisién de A(x) por B(x)
e indique el cociente y el residuo que se obtiene al efectuar esta divisién

@ 2514 A(x) = 2x7 — 55 + 8x% +3x; B(x) = 2% — x
@2.5.15 Ax)=x3-5x>+9+x3;B(x) =3 —x
@ 2516 Ax) =234 33 —6x3 +1-3x:B(x) = -3x +x2 + 1

Para cada par de polinomios A(x) yB(x) que se definen a continuacién, determine por divisién sintética,
el cociente y el residuo que se obtiene al dividir A(x) por B(x):

@ 2517 A(x)=x"-32B(x) =x-2
2518 A(x) = —7x2+8x+53 +1; B(x) = x — 3

@ 2519 A(x)=x*+27:B(x) = x+3
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Capitulo

Factorizacion de Polinomios

La factorizacién de polinomios es una herramienta fundamental para la manipulacién de expresiones
algebraicas. Su dominio es importante en la simplificacién de fracciones algebraicas, resoluciéon de ecua-
ciones y en contenidos de cursos mas avanzados de matemaética. Para definir factorizaciéon veamos las
siguientes representaciones.

Ejemplo 3.1

a) 36=9-4=3-3.2.2
b) 210=2-3-5-7

c) 2431 =11-13-17

12 43 43 3
d) ==-—=5-5=3
) 8 1271272

e) VI5=V3-5=v3-5

En los ejemplos anteriores, el niimero 36 fue representado como producto de 9 y 4,
ellos son factores del 36. Estos valores a su vez podian expresarse como productos
de 3-3y 2-2respectivamente. Es importante sefialar que 3 y 2 son nlimeros primos,
con lo cual la representacién 32 - 22 corresponde con la factorizacién completa del & L
36. Andlogamente ocurre con los demds ejemplos.Note particularmente que, en el
ejemplo d) la factorizacién permitié simplificar la fraccién brindada.

La factorizacién es un proceso que no ocurre solamente para ntimeros reales, si no también puede apli-
carse con polinomios. Factorizar un polinomio significa expresarlo como el producto de dos o mas poli-
nomios de grado menor o igual al grado del polinomio original.

Suponga que tenemos tres polinomios A(x), B(x) y P(x), con coeficientes reales que cumplen la igualdad:
P(x) = A(x) - B(x)
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Decimos que el producto de A(x) y B(x) es una factorizacién de P(x). Y ademas que A(x) y B(x) son facto-
res de P(x). Decimos que una factorizacion es completa sino es posible descomponer més a un polinomio.

Existen diferentes métodos para factorizar polinomios nos referiremos especificamente a:

= Factor comun

» Factorizacion por productos notables

= Factorizacion por agrupamiento

= Factorizacion de polinomios en una variable:

e Completacion de cuadrados
e Usando la férmula general
e Inspeccion o tanteo

e Factorizacién de polinomios de grado mayor que 2, con coeficientes enteros.

3.1 Factor comun

Este método consiste en determinar el factor que esta presente en todos los términos del polinomio, se le
llama factor comtin, para luego utilizar la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la
suma. Este es el primer método que vamos a tomar en cuenta al momento de factorizar un polinomio.

Analice con cuidado los proceso de resolucién en los siguientes ejemplos donde se reescriben los térmi-
nos del polinomio para evidenciar la composicién del factor comun.

Ejemplo 3.2

Factorice de forma completa la expresién a® + ab

Solucién

a>+ab=a-a+ab
=a(a+b)

Respuesta
a?+ab =a(a+b)
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Ejemplo 3.3
3,,2,2

Factorice de forma completa la expresion x*y’z + xy?z

Solucién

3z + x3y22% = X*y?yz + x*xy?zz
= x2yzz(y + xz)

Respuesta
2z + x3y22? = x2y%z(y + x2)

En los ejemplos anteriores se determiné el factor comtin considerando su composicién literal, pues todos
los términos tenian coeficiente 1. Ahora analicemos si los factores numéricos no son 1.

Ejemplo 3.4

Factorice de forma completa la expresion 14x? — 28x> + 56x2y

Solucién

Para la resolucién de este ejercicio es necesario determinar el maximo comun divisor (m.c.d) entre
los coeficientes que forman parte de cada término del polinomio. Note que tomaremos su valor
absoluto para poder calcularlo.

14 28 56 |2
7 14 28 |7
1 2 4

Para este caso el m.c.d es el resultado de la multiplicacién 7 - 2 = 14, entonces procedemos con la
descomposicién de cada término y asi visualizar al factor comun.

14x% — 28x3 + 56x%y = 14x2 - 1 — 14x% - 2x + 14x2 - 4y
= 14x*(1 - 2x + 4y)

Respuesta
14x% — 28x2 + 56x%y = 14x*(1 — 2x + 4y)
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Ejemplo 3.5

Factorice de forma completa la expresion (3a + 15) — b(a + 5)

Solucién
Ba+15)-b(a+5)=Ba+3-5) —-b(a+5)
=3(a+5)-b(a+5)
=(a+5)(3-b)
Respuestas

(3a+15) - b(a+5) = (a +5)(3 - b)

3.2 Factorizacién por productos notables

Al factorizar un polinomio primero revisamos si es posible aplicar el método de factor comun, luego de
ello tomamos en cuenta la cantidad de términos que tiene el polinomio resultante. Recordemos que los
términos se separan por sumas y restas. Si tenemos dos o tres términos, lo que sigue es revisar si tenemos
una férmula notable.

En el capitulo anterior mencionamos a los productos notables como una forma de disminuir la cantidad
de operaciones para hacer multiplicaciones de cierta forma de polinomios. Ahora nos encontraremos con
polinomios que corresponden con el desarrollo de un notable notable.

Propiedades ImportantesN \

/

1) a?+2ab +b? = (a +b)?

2) a?-2ab +b? = (a-b)?
3) a>-b2=(a-b)(a+b)
4) a®-1b3=(a-b)(a®+ ab +b?)

5) a®>+b%=(a+b)(a® - ab + b?)

J

Observacién: La suma de cuadrados a? + b2 no corresponde con un producto notable. Més atin, la suma
de cuadrados no corresponde con una expresion factorizable en los ntimeros reales.
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A continuacion, se presentan algunos ejemplos que emplean a las férmulas notables para factorizar po-

linomios.

Ejemplo 3.6

Factorice de forma completa la expresién 4x? + 20x + 25

Solucién

Empleando (a + b)? = a® + 2ab + b?, se obtiene

4x? + 20x + 25 = (2x)% + 2(2x)(5) + 5°
= (2x +5)°

Respuesta
4x% +20x + 25 = (2x + 5)°

Ejemplo 3.7

Factorice de forma completa la expresién 9x*y? — 12xy + 4

Solucién
Utilizando (a — b)?> = a? — 2ab + b?, se obtiene

9x2y? — 12xy + 4 = (3xy)? — 2(3xy)(2) + (2)
= (3xy — 2)?

Respuesta
Ix*y? — 12xy + 4 = (3xy — 2)?
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Ejemplo 3.8
2

c
Factorice de forma completa la expresion 3x? — 5

Solucion

Empleando (a — b)(a + b) = a® — b?, se obtiene

-G (- 4

25 5
c c
= (Vx4 5) (VBx-5)
Respuesta
2
2_ & _ ¢ _¢
ST (\/5" " 5) (‘/5 5)
—
Factorice de forma completa la expresién (3 + 2b)? — (c — 4)?
Solucién
Utilizando (a — b)(a + b) = a® — b?, se obtiene
(3+2b)* — (c —4)* = [(3+2b) — (c —=4)][(3 +2b) + (c — 4)]
=B+2b-c+4)(3+2b+c—4)
=2b-c+7)2b+c-1)
Respuesta
(B3+2b)?—(c-4)>?=2b+c—-1)2b-c+7)
—
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Ejemplo 3.10

Factorice de forma completa la expresién 8p® + 125¢°

Solucién

Empleando a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?) , se obtiene

8p° +125¢° = (2p)° + (59)°
= (2p +5q)[(2p)* — (2p)(5q) + (59)*]
= (2p + 5q)(4p> — 10pq + 25¢%)

Respuesta
8p> +125¢° = (2p + 5q)(4p? — 10pq + 25¢?)

Ejemplo 3.11

Factorice de forma completa la expresion 3a>b> — 64

Solucién

Utilizando a® — b3 = (a - b)(a? + ab + b?), se obtiene
3a°b® — 64 = (V3ab)® — 4°
= (V3ab — 4)((V3ab)? + V3ab - 4 + 4?)
- (Vab - 4) (\3/§a2b2 +4¥3ab + 16)

Respuesta
3a%b3 — 64 = (V3ab — 4) (\3/§a2b2 +4V3ab + 16)

3.3 Factorizacion por Agrupacion

Este método se aplica si los términos de un polinomio no evidencian tener un factor comtn, pero agru-
pando algunos de ellos si se muestra un factor repetido. Cabe mencionar que este factor comin puede
ser un polinomio.

En los siguientes ejemplo note los paréntesis que se colocan para el agrupamiento y como en ellos se
obtiene un factor comun separadamente, para luego mostrar un nuevo factor comun.
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Ejemplo 3.12

Factorice de forma completa la expresién 2x> — 3xy — 3y + 2x

Solucién
2x% — 3xy — 3y + 2x = 2x% — 3xy + (-3y) + 2x
= (2x* — 3xy) + (=3y + 2x)
= x(2x — 3y) + (-3y + 2x)
=x(2x - 3y)+1-(2x —3y)
=(2x-3y)(x+1)
Respuesta

2x2 —3xy — 3y +2x = 2x — 3y)(x + 1)

Ejemplo 3.13

Factorice de forma completa la expresion 2am —2an +2a-m+n -1

Solucién
2am—-2an+2a-m+n—-1=Q2am-2an+2a)+(-m+n-1)
=2am-n+1)+(-m+n-1)
=2am-n+1D)+(-1)(m—-n+1)
=(m-n+1)2a-1)
Respuesta

2am—-2an+2a-m+n-1l=(m-n+1)2a-1)
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Ejemplo 3.14

Factorice de forma completa la expresién a® + 2ab + b% — 1

Solucién
a?+2ab+b%>—1=(a?+2ab+b%) -1
=(a+b)? -1
=(a+b-1)(a+b+1)
Respuesta

a®+2ab+b>-1=(a+b-1)a+b+1)

3.4 Factorizaciéon de polinomios cuadraticos

Para la factorizacién de polinomios en una variable existen varios métodos, aparte de los vistos ante-
riormente, que nos pueden facilitar esta labor. Vamos a analizar primero el caso de factorizar trinomios
cuadraticos.

3.4.1 Completacion de cuadrados

Completacion de cuadrados es una técnica que permite reescribir un trinomio cuadratico como suma o
resta de dos términos al cuadrado.

Cuando se obtiene una suma de cuadrados el trinomio no se factoriza, pero si se logra una resta es posible
factorizar usando la férmula notable para diferencia de cuadrados.

La base del método es el siguiente teorema.

Teorema \
Siby c son constantes reales y x es una variable real, entonces se cumple la siguiente
igualdad

2 ? b2
X +bx+c:(x+§) —Z+c
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A pesar que no estamos demostrando teoremas, el lector puede verificar el resultado anterior desarro-
llando la expresién que estd a la derecha de la igualdad y comprobar que obtiene el lado izquierdo. A
continuacién se mostraremos algunos ejemplos en los cuales se utiliza la completacién de cuadrados para
factorizar.

Empleando la completacién de cuadrados, factorice x? + 5x + 4

Solucién Utilizando el teorema anterior con b = 5y ¢ = 4 tenemos:

5 52
2 _ — — —
X +5x+4= x+2 4+4:
2
5 25
= X+§ —Z+4
(L 8) 9
a 2 4
B X+§2_ E2
B 2 2

Note que hasta aqui tenemos la completaciéon de cuadrados.

Ahora factorizamos con la férmula de diferencia de cuadrados.

T
2 2 2 2
Y V] |
2 2 2 2
=(x+1)(x+4)

Respuesta
X2 +5x+4=(x+1)(x+4)
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Ejemplo 3.16

Empleando la completacién de cuadrados, factorice 4x%2 + 8x -5

Solucién Note que el teorema no se puede aplicar desde el principio pues el coeficiente para x> es

4 yno 1 como en el teorema. Por ello vamos a factorizar el 4 primero. Asi luego se aplica el teorema

conb:2yc:%.
4> +8x-5=4 %+2x—2)
2
2 22 5
=4 ("*z) ‘Z‘z]
4 5
=4|(x+1P%-=-=
9
=4 1) - -
(x+1) 4]
2
3
=4|(x+1)>-|=
(x+1) (2)]
=4 (x+1)—§] (x+1)+§
[ 3 3
=4 1-= 14 =
»x+ 7 X+ +2
1
ofx-2)(x+3)
Respuesta

1 5
2 — = —_— —
4x“ +8x -5 4(x 2) (x+2)

3.4.2 Factorizacion por formula general

Para factorizar polinomios de la forma P(x) = ax? + bx + ¢, con a, b y ¢ constantes reales y a # 0,primero
debemos de estudiar el valor de su discriminante.
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Propiedad importanie\, \

El discriminante del polinomio P(x) = ax? + bx + ¢, con a # 0 se denota por el
sfmbolo A (delta), y se calcula con la férmula A = b* — 4ac.

1) Si A <0, entonces P no es factorizable en el conjunto de los nimeros reales.

2) Si A =0, entonces P se factoriza como:

b 2
ax2+bx+c:a(x+—)
2a

3) Si A > 0 entonces P(x) se factoriza como:

ax®> +bx +c = a(x — &) (x — )

Donde
b VA
a 2a
y
-b+ VA
[5 = 2
a

A continuacion, se utiliza la férmula general para factorizar polinomios de grado 2.

Ejemplo 3.17

Factorice (si es posible) la expresién —2x? + 3x — 4

Solucién

Calculando el discriminante se obtiene

A = 3% — 4(-2)(-4)
A=9-32
A=-23

Respuesta

Como A < 0, entonces —2x? + 3x — 4 no es factorizable en el conjunto de los ntimeros reales.
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Ejemplo 3.18

Factorice (si es posible) la expresién —4x? + 20x — 25

Solucién

Calculando el discriminante se obtiene

A = (20)* — 4(—4)(-25)
A = 400 — 400
A=0

como A = 0, entonces:

2

-20

—4x%> +20x —25 =4 ——
x“ + 20x 5 x+2.4)
2

20

= 4|x=-=

. 8)

2

5

=—4[x-2=

" 2)

Respuesta

52
—4x2+20x—25:—4(x—§)

Ejemplo 3.19

Factorice (si es posible) la expresién 2x* + 5x — 3

Solucién

Calculando el discriminante se obtiene

A = (5)° - 4(2)(-3)
A =125 +24
A =49
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como A > 0, entonces:

con:

Respuesta

3.4.3 Inspeccion o tanteo

2x% +5x =3 = 2(x — x)(x — B)

_5-V49 -5-7

22) 4 3
_5+V4 _ 5+7 1
b= 2200 4 2

2x2+5x—3:2(x+3)(x—%)

Este método recibe su nombre pues basicamente probamos valores que permitan obtener los coeficientes
del trinomio. Considere el polinomio P(x) = ax2+b+c,conab y ¢ nimeros enteros, se dice que P es
factorizable en Q si logramos obtener valores p, q, 1y s que cumplan:

s ax? = px-rx = prx?

= bx = psx+rqx = (ps + rq)x

= C=(s

Esta relaciones pueden visualizarse mejor en el siguiente esquema:

P(z) = ax® + bx + ¢

pT + q —» Qqrx
_|_
r + S - pST
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El método de factorizaciéon por inspeccién o tanteo consiste en determinar valores que cumplan simulté-
neamente:

1) Elproductodepy rsea a.
2) Elproducto de q y s sea c.
3) Y tal que la suma de los productos cruzados ps + rq sea b.

Si logramos encontrar esos cuatro valores que cumplan las tres condiciones a la vez obtenemos los facto-
res del trinomio en las dos filas del diagrama anterior.
Veamos su aplicacion en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.20

Use el método de inspeccién o tanteo para factorizar el polinomio Q(x) = x> — 8x + 15

Solucién

Utilizando el esquema de inspeccién se obtiene
Q(z) =x* -8z + 15

T + -3
T T —b
entonces
x(=3) + x(-=5) = =3x + —5x = —8x
Respuesta

Q) = (x=3)(x - 5)
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Ejemplo 3.21

Use el método de inspeccién o tanteo para factorizar el polinomio W(x) = —2x? — 7x + 15

Solucién
Utilizando el esquema de inspeccién se obtiene
W(z) = —222 — 7z + 15

entonces
—2x-5+x-3=-10x+3x = -7x

Respuesta
W(x) = (-2x + 3)(x + 5)

Ejemplo 3.22

Use el método de inspeccién o tanteo para factorizar el polinomio M(y) = 3y? +y — 2

Solucién

Utilizando el esquema de inspeccién se obtiene

My)= 3y +y — 2

3y + -2
Y + 1
entonces
3y-1+y--2=3y—-2y=y
Respuesta

M(y) =GBy -2)y+1)
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3.5 Factorizacion de polinomios de grado mayor que 2, con coeficientes
enteros

Para la factorizacién de polinomios de grado mayor a 2, vamos a utilizar el concepto

de cero de un polinomio. Un valor x = ¢ es cero de un polinomio P(x) si al evaluar
c en P obtenemos cero, esto es P(c) = 0. & L

Asf las cosas, podemos enunciar el teorema del factor.

l Teorema del factc&N/
Sea P(x) un polinomio de gradon,n > 1yseac € R:
Si ¢ es un cero de P(x), P(c) = 0, entonces x — ¢ es un factor de P.

Su reciproco es cierto también: Si x — ¢ es un factor de P(x), entonces c es un cero de P.

El siguiente resultado también es importante para el proceso de factorizacién de polinomios de grado
mayor que 2.

L

Proposicién

l

Si P es un polinomio de grado n, entonces P tiene a lo sumo n ceros reales.

L

—~ Proposicion

l

Sea P un polinomio tal que P(x) = anx™ + an_1Xx™ 1 + ... 4+ a1x + ap donde

. . ¢
an,an-1, a1, g son nimeros reales. Y sean ¢ y d nimeros enteros tales — es una
fraccién canodnica, esto es que no tienen divisores en comun.

c
Si g ©s un cero de P entonces ay es divisible por c y a,, es divisible por d.

Nota: De la proposicién anterior se deduce que todos los ceros racionales de un polinomio P de gradon
estdn contenidos en el conjunto D, donde:

D= {% € Q/c, es un divisor de ag y d es un divisor de an}
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Este conjunto contiene a todos los divisores del término constante ag y las fracciones que se forman a
partir de los divisores de ag y a,. Es importante sefialar que no necesariamente todo elemento de D es
cero de P.

Para aplicar las proposiciones anteriores en el proceso de factorizar a un polinomio P de la forma:

P(x) = anXx™ + an_1X™ L 4 L+ aix + ag
con dn, An_1, ..., ai, ag nimeros enteros a, # 0,n € N,n > 2, debemos:

1) Determinar el conjunto de los divisores del término constante D ,, donde:

Dq, = {c € Z/c es divisor de ap}

2) Determinar el conjunto de los divisores del coeficiente principal D, , donde:
Dg, ={d € Z/d esdivisor de an }
3) Formar el conjunto D, donde:
D= {%/c €Dg yde Dan}
4) Entre los elementos de D se busca un cero del polinomio, esto es un valor c tal que P(c) = 0.
5) Se efectaa la division de P(x) por x — ¢, y se expresa la identidad
P(x) = (x = ¢)Q(x)

donde Q(x) es el cociente que se obtiene al dividir P(x) por (x — c)

6) Si Q es un polinomio de grado mayor que 2, se repiten los pasos 4 y 5 para Q(x).

7) Si Q es de grado 2, se utiliza algunos de los métodos de factorizacién para trinomios cuadréticos
que vimos antes.

Analice los siguientes ejemplos en donde se hace uso del procedimiento descrito.

Ejemplo 3.23

Factorice (si es posible) el polinomio P(x) = 2x* — 4x? — 6x — 4

Solucién
En este caso consideraremos los conjuntos D_4 = {1,-1,2,-2,4, -4}, que son los divisores enteros
de -4y D, = {1, 2}, que corresponde con los divisores naturales de 2. Asi formamos

1 -1
D=11,-1,2,-24,-4,5,—

El paso siguiente es determinar algtin ¢ € D, tal que P(c) = 0.
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Calculemos P(1) por divisién sintética:

2 0 -4 -6 -4
2 2 -2 -811
22 -2 -8 -12 ‘
Como P(1) = =12, x — 1 no es factor de P(x).
Calculamos P(—1) por division sintética:
2 0 -4 -6 -4
-2 2 2 4| -1

2 -2 -2 -4 0]
Entonces P(-1) = 0y P(x) se puede expresar como
P(x) = 2x* —4x% —6x —4 = (x + 1)(2x% — 2x% — 2x — 4)

Ahora consideremos C(x) = 2x® — 2x? — 2x — 4 que es un polinomio de grado 3, debemos encontrar
un 3 € D tal que C() = 0.
Calculemos C(2) por divisién sintética:
2 -2 -2 -4
4 4 4|2
2 2 2 0

De aqui se tiene que C(2) = 0 y entonces C(x)
C(x) = (x —2)(2x% + 2x + 2)

y se tiene a su vez que P(x)
P(x) = (x + 1)(x — 2)(2x* + 2x + 2)

Por tltimo como 2x? + 2x + 2 es de grado 2, podemos utilizar de los métodos de factorizacion
estudiados para polinomios de este grado.
Aplicado férmula general a 2x% + 2x + 2, el discriminante tenemos:

A= (2 -4(2)(2)
A=4-16
A=-12

Como A < 0 entonces 2x? + 2x + 2 no es factorizable en el conjunto de ntimeros reales.

Respuesta
P(x) = (x + 1)(x — 2)(2x* + 2x + 2)
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Ejemplo 3.24

Factorice (si es posible) el polinomio P(x) = x* — 2x3 — 4x? + 8x

Solucién

Factorizado P(x) por factor en comun se tiene
P(x) = x(x> —2x2 —4x + 8)

entonces para
Pi(x) =x% —2x*> —4x + 8

tomamos en cuenta los conjuntos Dg = {1,-1,2,-2,4, 4,8, -8}, que son los divisores enteros de 8
y D1 = {1}, divisores naturales de 1; con ellos formamos el conjunto:

D={1,-1,2,-2,4,-4,8,-8}

El paso siguiente es determinar algtin ¢ € D, tal que P(c) = 0.
Calculemos P1(1) y P1(-1), se tiene
P](l) =3 y Pl(—l) =9

Calculando P1(2) = 0 por divisién sintética:
1 -2 -4 8
2 0 -8|2
10 -4 0

Como P1(2) =0, x — 2 es factor de P1(x).
entonces P1(x)
P1(x) = (x = 2)(x* — 4)

y se tiene a su vez que P(x)
P(x) = x(x —2)(x* — 4)

Por tltimo como x? — 4 es de grado 2, podemos utilizar de los métodos de factorizacién estudiados
para polinomios de este grado. Realizado factorizacién por férmulas notables

x> —4=(x-2)(x+2)

Respuesta

P(x) = x(x —=2)(x = 2)(x + 2)

Pagina | 66


https://youtu.be/8aREyYyFfwA

Proyecto Exito Académico
Capitulo 3. Factorizacién de Polinomios

Instituto Tecnoldgico de Costa Rica
Escuela de Matematica

3.6 Esquema de factorizacion

A continuacién se muestra un esquema que resume los métodos descritos en este capitulo.

Analizar la
expresion
algebraica

Factorizacion por factor
comun:

« MCD delos
coefientes.

La variable con
menor exponenete.
Paréntesis.

Signo negativo.

« La combinacion de

les anterieres.

1

Analizar la expresion
dentro del paréntesis

en raiz clbica
y estdn

separados

por resta?

(2
tien: No

|Aplique: Aplique:
Diferencia Suma de
No se de cubos. cubos.
factoriza.
IAplique:
Diferencia de

lcuadrados.

l

Aplique:

« Cuadrados perfectos.
- Férmula general.
- Completacion de cuadrados.
» Inspeccion.

T

¢Es un

J Aplique:
polinomio

Aplique:

= Agrupamiento.

+ Agrupamiento. «_Divisién sintética.

lAnime, falta poco:

|Analice

———|nuevamente los

distintos métodos
de factorizacion.

La expresion esta

irreducible
?

P nente
factorizada.

Elaborado por la Lic. Ivonne Sénchez Femdndez

Figura 1: Esquema de factorizacion.
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3.7 Ejercicios

Factorice de forma completa las siguientes expresiones utilizando el método de factor comun.

@ 3.7.1 abc + abc? @ 3.7.6 9a’x? —18ax®
@372 6xa-12xy @377 6a2-12a(x +2)
@373 2+a @373 (2m —4n) + m(m — 2n)
@ 374 a(x-y)+(y—-x) @ 3.79 x(x-=7)-(7—x)

@ 3.7.5 abc + abc? @ 3.7.10 (Bx+9y) + d(—x —3y)

Factorice de forma completa las siguientes expresiones utilizando el método de férmulas notables:

@ 3711 45+ 12352 + 95 @ 3718 (6a+5b)7  (dc + 74)’
3712 22122 +1 @ 3719 (a+ b 4c2
9h? 4hk  64Kk?
@ 3.7.13 16 + 3 + 31 @ 3.7.20 X3 + 2793
2 5 2
@ 3-7.14 2OX2 _ 2\/5X1J + yz @ 3.7.21 81a’ + 24a
. @ 3722 (2a-b) +343
3715 Xy -z 4+ ——
by’ @ 37.23 40° - 320703
1 4
3716 Ay - % 3724 P-(b-1)
@ 3.7.17 5X2 -8 @ 3.7.25 8a3b3 -7

Factorice de forma completa las siguientes expresiones algebraicas

@ 3726 62— 4ac - 15ab + 10bc
@ 3727 22+ 4cd-3c—6d
@3.7.28 ax—-bx—-by+a+ay—-b

@ 3.7.29 8+x3—3x%z+3xz2-2°
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Empleando la completacion de cuadrados, factorice los siguientes polinomios:

@ 3730 2 —4x+1
3731 22+x+1
@ 3.7.32 3x2—-7x+2

Factorice (si es posible) cada una de las siguientes expresiones:

@3733 2+x+1
@ 3730 -2 —5x-3
@ 3.7.35 }LX2 +x+1

Use el método de inspeccién o tanteo para factorizar los siguientes polinomios.

@ 3736 x2+5¢+4
@ 3737 -2x—5x-3
@ 3738 }Lx2 x+1

Factorice si es posible, cada o de los siguientes polinomios P(x) que se define a continuacion:
@ 3.7.39 P(x)=x>—4x>+x+6
@ 3740 P(x) = 2x* —5x3 + 4x2 — x

3741 Px)=6:3+23x2+9x 18

A continuacién se muestra una lista de ejercicios en los cuales se deben de aplicar los diferentes métodos
de factorizacién vistos con anterioridad:
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® 3742
® 3743
@ 3744

3745
@D 3746
& 3747
@ 3748
@ 37.49
& 3750
& 3751
& 3752
@ 3753
& 3754
& 3755

a0 — a8 — b + a4
a’+a-ab-b
92 — 6xy + y?
27a% -1

6x2 — 19x — 20
1-md

2xy — 6y +xz — 3z
a?-a-30

8m3 — 27y°

ct—4a*

(m+n)?2-6(m+n)+9

7x% 4+ 31x — 20
a®+1

1+ 216%°

@ 3756
@ 3757
@ 3.7.58
@ 3759
@ 3.7.60
@ 3761
@ 3762
@ 3763
@ 3764
@ 3765
@ 3766
@ 3.7.67
@ 3768
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x> — 64

(x +1)%-81

x? — a? +2xy +y2 + 2ab — b?
x3 -2
a(x+1)—=b(x+1)+x(x+1)
1+ (a-23b)3

6am+4an -2n-3n

16 — (2a + b)?

n?+n-—42

a?-x*2—a-x

9m? +4a? - 12am
9x* — 25t°

X2 + 6x%y + 12xy? + 8y3



Capitulo

Simplificacion de fracciones
algebraicas

Aligual que con ntimeros racionales, podemos sumar, restar, multiplicar y dividir expresiones algebraicas
racionales también llamadas fracciones algebraicas. En este capitulo nos interesa especificamente simpli-
ficarlas.

El objetivo con la simplificacién de expresiones algebraicas racionales es obtener una fraccién expresada
en su forma mads simple,es decir, donde el numerador y denominador de dicha fraccién no presenten
factores comunes.

P
Para simplificar una fraccion algebraicas de la forma ﬁ donde P(x) y Q(x) son

7

Q(x)
polinomios no nulos, vamos a factorizar completamente el numerador y el denomi- ?
. °

nador, de esta forma, si F(x) es un factor tanto de P(x) como de Q(x), entonces por el
algoritmo de la divisién se tiene que:

P(x) = F(x)C1(x), donde C1(x) es el cociente de que se obtiene al dividir P(x) entre F(x).
Q(x) = F(x)Ca(x), donde Ca(x) es el cociente que se obtiene al dividir Q(x) entre F(x).

Asi, la fraccion algebraica % puede simplificarse como sigue:

P _Fx)-Gi(x) _ Cilx)
Qx)  F(x)-Ca(x) Cax)

donde Q(x) # 0, F(x) #0y C2 # 0
En los siguientes ejemplos se muestran simplificaciones de este tipo.
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Ejemplo 4.1

Simplifique al maximo la fraccién racional:

x2 -1
x—1
Solucién
x2 -1
x—1
_ (x+D(x-1)
B x—1
= x+1 conx # 1
Respuesta
2_1
X 7 =x+1

Ejemplo 4.2

Simplifique al méximo la siguiente expresion:

bx2—-b-x2+1
b2x —x+b%2—-1

Solucién
Empleando el método de agrupamiento, la expresion anterior se puede simplificar como

bx2-b-x2+1 (bx*-b)-(x*-1)

b2x—x+b2-1 (b2x—x)+(b2-1)
b2 -1) - (x*-1)
Cx(b2-1) + (b2 -1)
_ (¥ =-Db-1)
(B2 -1)(x+1)
_(x+D(x-1(b-1)
T (b+1)(b-1)(x—-1)
_x—1

=31 conx #-1,b#1

Respuesta

bx2-b-x2+1 _x—l
b2x—x+b2-1 b+1

conx #-1,b#1
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4.1 Multiplicacion y divisidon de fracciones algebraicas

Para multiplicar y dividir expresiones algebraicas racionales vamos a proceder del
mismo modo que al operar ntimeros racionales.
Para multiplicar lo hacemos numerador con numerador, denominador con denomi- ° I °
nador. Para dividir, reescribimos el divisor (usando su inverso) y multiplicamos.
P(x) R(x
i % y % son fracciones algebraicas, con Q(x) # 0y S(x) # 0, entonces:
X X

P(X) RX) _ PXX)-R(X)

x) SO Q(x)-S(x)
P(X) . R(X) _ P X) . S(x) B P(X) - S(x)

Q) ~S(x) Q) RX) ~ Q(x)-R(X)

Analice con detalle las soluciones propuestas en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.3

Realice las operaciones indicadas y simplifique al maximo:

con R(x) #0

x¥}-8 xX*+2x+4
x2-2x  x+3

Solucién

x3-8 ;x2+2x+4
xX2-2x  x+3

(x —2)(x> +2x + 4) x+3
x(x —2) x2 +2x +4

(202 +2FE  x+3
x(x—2) X2+ 2xF4

x+3
X

Respuesta

x> -8 ;x2+2x+4 _x+3
x2-2x  x+3 x
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Ejemplo 4.4

Realice las operaciones indicadas y simplifique al méximo:

27a% - b3 a? +2ab — 3b?
3a%2 —4ab +b?) \9a2 + 3ab + b2

. a? - 9p?
" ab —3b2

Solucién
Factorizando cada uno de los numeradores y denominadores se obtiene:

. a? — 9p?
" ab - 3b2

27a® - b a? +2ab — 3b?
3a?2 —4ab + b2/ \9a? 4+ 3ab + b2

(3a —b)(9a® + 3ab + b?) (a + 3b)(a — b) . (a—3b)(a+3b)
(Ba-b)(a-b) 9a2 +3ab + b2 b(a - 3b)

(3a —b)(9a? + 3ab + b?) (a + 3b)(a — b) _ b(a — 3b)
Ba—-b)(a-1) 9a2 +3ab + b2 (a-3b)(a+ 3b)

(3a—b)(9a2 +3abF b?) (a+3b)la—b]  bla—3b]
Ba=bjla—b] 942+ 3ab+ b’ (a—3b)la+3b)

Respuesta

~a?-9b?

= :b
ab — 3b2

27a% - b3 a? +2ab — 3b?
3a? —4ab + b2/ \9a? + 3ab + b?
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4.2 Suma y resta de fracciones algebraicas

De modo general vamos a describir el proceso para realizar la suma o resta de dos
fracciones algebraicas, donde P, Q, R, S se refieren a polinomios en una variable no

nulos. ?
Plo) + Q) conR(x) #0y S(x) #0 1 P

R(x) — S(x)

Para realizar la suma o resta consideraremos los siguientes pasos:

1) Factorizar completamente los denominadores.

2) Calcular el polinomio M(x) que corresponde con el minimo comtin miltiplo de los denominadores

R(x) y S(x):
M(x) = mem[R(x), S(x)]

3) Realizar la suma o resta de fracciones utilizando el siguiente algoritmo:

PR, Q) _ R F 59 A

R(x) ~ S(x) M(x)

4) Efectuar las operaciones resultantes en el numerador y simplificar.
5) Factorizar por completo el numerador.

6) Simplificar factores comunes.

En los siguientes ejemplos vamos a seguir los pasos descritos anteriormente pero considerando tres frac-
ciones. Analice con cuidado la conformacién del polinomio M(x).
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Ejemplo 4.5

Efectuar las operaciones indicadas y simplificar al maximo la expresion:

2x +1 _ 6x N 3
X2 +4x+4 x2-4 x-2

Solucién

2x +1 3 6x N 3
X2+4x+4 x2 -4 x-2

2x+1 6x N 3
(x+2?2 (x-2)(x+2) x-2

Calculando el mem [(x +2)2,(x = 2)(x +2),x — 2] = (x +2)*(x = 2)

(2x + 1)((x =2) — 6x(x + 2) + 3(x + 2)?
(x +2)2(x — 2)

2x% —4x +x —2—6x%2 —12x + 3(x% + 4x + 4)
(x +2)2(x — 2)

2x% — 4x +x — 2 — 6x2 — 12x + 3x% + 12x + 12)
(x +2)2(x — 2)

—x2 =3x+10
(x +2)2(x — 2)

—(x% + 3x — 10)
(x +2)2(x —2)

—(x +5x—2)
(x +2)2x—2)

—(x+5)
(x +2)2

Respuesta

2x+1  6x N 3  —(x+5)
X2+4x+4 x2—4 x-2 (x+2)?
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Ejemplo 4.6

Resuelva la siguiente operacién y simplifique al médximo:

9a + 8b : 5a N 16b
(Ba—2b)(a+4b) (Ba-2b)(a—4b) a?-16b2

Solucién

9a + 8b 3 5a N 16b
(Ba—2b)(a+4b) (Ba-2b)(a—4b) a%-16b2

9a + 8b 5a 16b
(3a—2b)(a+4b) (3a—2b)(a — 4b) - (a —4b)(a + 4b)

El comtin denominador corresponde a (3a — 2b)(a + 4b)(a — 4b)

(9a + 8b)(a — 4b) — 5a(a + 4b) + 16b(3a — 2b)
(3a —2b)(a + 4b)(a — 4b)

9a2 — 36ab + 8ba — 32b% — 5a% — 20ab + 48ab — 32b?
(3a —2b)(a + 4b)(a — 4b)

4a? — 64b?
(3a —2b)(a + 4b)(a — 4b)

4(a? - 16b2
(3a —2b)(a + 4b)(a — 4b)

_ 4(a = 4bYaF1b)
(3a — 2b)(a + 4b}a=4b)

4
3a—-2b

Respuesta
9a + 8b 5a 16b 4

Ba-2b)(a+4b) (3a—2b)a—4b)  aZ—1662  3a-2b
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4.3 Operaciones combinadas

Para efectuar operaciones combinadas con fracciones algebraicas seguiremos el orden de prioridad esta-
blecido para las operaciones con niimeros reales. En el siguiente ejemplo preste atencién al tratamiento
que se da a los paréntesis, productos, divisiones, sumas y restas; asi como al uso de los métodos de fac-
torizacion.

Ejemplo 4.7

Realice la operacién indicada y simplifique al maximo.

(a+b)2 . 1
(ab)2 " b2-qa2
Solucién
L
(a+b)‘2; 1 _(a+b? 1
()2 "b2-g2 1 "1 1
(ab)? b2 a2
3 (ab)? L1
(a+b)?  2-p?
a?b?
a’b? a’b?
- (a+b)2  a2-b2
_a’®®  (a+b)a-b)
" (a+Db)? a?b?
-b
= Z+b' cona#0,b#0,a#-b
Respuesta
(a+b)2 1 a-b

= = , 0,b#0, -b
(ab)2 b2—aZ a+b con a # #0,a#
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4.4 Ejercicios

Simplifique al méximo cada una de las siguientes expresiones algebraicas:

@ g4 BT obXobY
am—bm-—an + bn

2.3 1 +2h3 — 42113 — 42h3
@4.4.2 Xy +xTb may - a'h
xy +xb + ab + ay

a2 +6a->55 ax + 3a
b2 -1 ab? + 11b2

@ 444 X 1 2x

X2-5x+6 2-x (B-x(1-x)

2_
@43 S50

b + b?

@445 6x—1_1—2x_28x2+20+11
T 2x—6 14+46x  12x2-34x -6

(x2-4y™?)
@ 4-4-6 —xy

X_1J|+2x

@ L Zal -2
4.4.7 =
(P-qg>)t 2-2q

Verifique la siguiente igualdad, asuma que los denominadores esta bien definidos en R :

X—Z _ XZU -2

1
xT+xy1 «x

X
Y
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5.1 Racionalizacion de expresiones algebraicas

Antes de comenzar, es necesario tener claro el concepto de fraccién unitaria. Una
fraccion unitaria es una fracciéon que muestra exactamente la misma expresion en
numerador y denominador, por lo cual es equivalente a 1. ° L

Los siguientes son ejemplos de fracciones unitarias.
4
1) —

) 4
=27
—27

12
5y Y12
Vi2
a-b
a-b

2)

4)

(cona #b)

—
Racionalizar el denominador de una fraccién es un proceso en el cual se busca remover el radical que
se tiene en el denominador de dicha fraccién. De forma semejante si lo que se busca es racionalizar el

numerador el proceso lo removera de esa posicién. Para describir el proceso vamos a considerar tres
casos, suponga que las raices utilizadas estan bien definidas.
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5.1.1 Casoll

Expresiones algebraicas que tienen solamente un radical en el numerador o en el denominador.

Este caso es cuando se presenta una expresién que contiene solo una raiz, ya sea en el numerador o en el

A
denominador, esto es de la forma ? o bien ?, donde A y B son expresiones cualquiera.
X

En general, la técnica que se empleard es completar el radical para poder aplicar la propiedad ¥Vx™ = x
para n impar.

%2
Racionalice el denominador y simplifique la expresién =

53

Solucion

N e
593 58 x4
_2x2‘7/x_4
5Vx7
2x2X/xt
- 5x
_ZXW
5

Respuesta
2x? B 2x Vx4
53 5
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Ejemplo 5.3

Racionalice el numerador y simplifique la expresién

J 3X3y 2,4

Ix2yiz

Solucién

\5/3x3y2z4 ~ \5/3x3y2z4 \5/34x2y3z
Nxylz  9xyiz JBh2y3z
~ V3x3y2z4 - 4/34x232

Ix2ydz/34x2y3z

_ 3xyz
Ix2ytz+/81x2y3x
1
3xy3+/81x2y3z

V3x3y2zt 1
NYtz 3xyPBIx2y3z

Respuesta

Ejemplo 5.4

2-4
Racionalice el denominador y simplifique la expresion x

Vx —2

Solucién

x2—4_x2—4 Vx =2
\/x—2_\/x—2’\/x—2
_(x2—4)m

_ (x—2)(x +2)Vx -2
(x-2)
=(x+2)Vx -2

Respuesta
2

3__42=(x+2)\/x—2

X —
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=
Racionalice el denominador y simplifique la expresion o

23/Bx — 12

Solucién

3x-1  3x-1 V(@x —1)3
2JBx—12 2JBx-12 JBx-1p
_ Bx-1)YBx -1
~ 2JBx-1p
_ Bx-DJBx-1p
2(3x —1)

V(3x - 1)3

2

Respuesta

3x -1 V(3x —1)3

oo 2

5.1.2 Casoll

Expresiones algebraicas que se racionalizan aplicando el conjugado de una expresién.

En este caso consideraremos expresiones de la forma ya+ Vb, Vaxb obien a+ Vb donde a y b son expre-
siones algebraicas para las cuales estdn bien definidas los radicales. El proceso para racionalizar consiste
en multiplicar la fraccién inicial por una fraccién unitaria conformada por el conjugado del numerador o
denominador, segtin corresponda. La intencién es obtener los factores que son parte del producto notable

que nos lleva a la diferencia de cuadrados.

— Importante

Sia € R,b € R, entonces se cumple

(a-b)a+Db)=a’-b?
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En el producto notable anterior, se dice que (a + b) es el conjugado de (a — b) y viceversa.

En los siguientes ejemplos preste atencion a la fraccién unitaria que se utiliza para luego simplificar al

radical.

Ejemplo 5.6

Racionalice el denominador de la siguiente expresién y simplifique.

9y — 4x?
2x + 3y

Solucién

gy -4 _ 9y-4x* 2x -3y
2x +3\y  2x+34/y 2x -3y
Oy - 4x%)(2x — 34/Y)
—(2x +3yY)(2x - 3Y)
9y - 4x%)(2x - 3yY)
T P -GVP
(9y — 4x?)(2x — 3VY)
- 4x2 — 9y
(9y — 4x?)(2x — 34y)
T y-49)
= —(2x — 34/y)

Respuesta
9y — 4x?

rayg AW
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Ejemplo 5.7

Racionalice el denominador y simplifique la expresion

3
-Vl

Solucién

3 _ 3 Vx+ Vx+1
VK-Vl V-Vl yx+vxtl
_ 3(Wx+Vx+1)
(WP - (k1P
_3(Wx+Vx+1)
x—(x+1)

C3(Vx+Vx +1)
B x—x—1

=3(\/>_c+\/x+1)

-1
= -3(Vx + Vx +1)

Respuesta

3
m = —3(\/7_( + \/m)
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Ejemplo 5.8

Racionalice el numerador y simplifique la expresién

2x+1-+vV11x +3
2 — 32x2

Solucién

2x+1-VIIx+3 _2x+1-VIIx+3 (2x+1)+VIIx+3
2 — 32x2 B 2 — 32x2 2x +1) + VIlx + 3
 (2x+1)2 - (W11x +3)?
T (2-32)((2x + 1) + V11x + 3)
3 4% +4x +1 - (11x + 3)
2(1-16x2)(2x + 1+ Vilx + 3)
_ 42 +4x+1-11x -3
T 21— 4x)(1 +4x)(2x + 1+ VIIx + 3)
_ 4x%2 —7x =2
T 2(1—4x)(1 +4x)(2x + 1+ V1Ix + 3)
3 Ax+1)(x-2)
T 2(1—4x)(1 +4x)(2x + 1+ V1Ix + 3)

= x=2 donde x # _—1
2(1-4x)2x + 1+ VIIx +3)’ 4

Respuesta

2x+1—-+vV11x + 3 x—2

-1
= ,donde x # —
2 —32x2 2(1 — 4x)(2x + 1 + V11x + 3) ¢

5.1.3 Casollll

Expresiones algebraicas que se racionalizan completando una suma o diferencia de cubos.

En este caso consideraremos expresiones de la forma v/a + Vb, ¥a + b o bien a + Vb
donde a y b son expresiones algebraicas. Aqui el proceso para racionalizar consiste

en multiplicar la fraccién inicial por una fraccién unitaria conformada por el tri- 4?
nomio cuadrético necesario para completar una suma o diferencia de cubos, segtin % P
corresponda.
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Propiedades Importantls\ \

V/

Sia€R,b € R, entonces se cumple:

s (a—b)(a?+ab+b?)=a-1b3

s (a+b)(a®?-ab+b?)=ad+1b3

J

En el producto notable anterior, para obtener una suma de cubos, se multiplica (a + b) por un polinomio
cuadrético de la forma (a? — ab + b?). Y para obtener una diferencia de cubos, se multiplica (a — b)
por un trinomio cuadrético de la forma (a? + ab + b?). Esto es, multiplicamos con el factor que hace
falta para completar la férmula. En los siguientes ejemplos preste atencion al factor que se utiliza para la
conformacién de la fraccién unitaria.

Ejemplo 5.9

8x +11
Racionalice el denominador y simplifique la expresion x

2Vx -2 +3

Solucion
Bx+11  _ 8x+11  (2Vx-2*-2Vx-2-3+(3)°
2Vx—2+3 2¥x—-2+43 (2Vx—2)2-2Vx—2-3 + (3)2
(8x +11) (2«/— 22 —2¥x—2-3+ 9]
- (2Vx=2)3 - (3)3
(8x +11) —(29/@)2 —6Yx =2 +9)]
- T 8(x—2)+27 '
Bx+11) [@¥x=2)2 - 69x =2 + 9]
- 8 —16+27
(8x +11) (2\/— 22 -6Vx—2+9
- 8x + 11 _
=2Vx-2>-6Vx-2+9
Respuesta

8x +11

— =2V -2*-6Vx—-2+9
2Vx-2+3
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Ejemplo 5.10

Racionalice el denominador y simplifique la expresion X3
2vx —3Vx -1
Solucién
X +3 i X+3 (3% +23x -3V =1+ BVx - 1)?
29 —3Vx -1 29x-3Vx—1 (V)2 +2¥x-3Vx -1+ (3Vx —1)?
(x+3) [9R)2 + 295 - 3k =T+ (3Vx = 1)2]
) ¥R - B -1
(x+3) [29%)2 + 69x %=1 + BIx = 1)?]
- T &x—2x-1) '
(x+3) [29%)2 + 635 =1 + BVx = 1)?]
=  8x—27x+27 '
(x +3) [ + 69 =1+ 3¥x =112
- ' 9%+ 27 _
Respuesta
i3 (x +3) | @¥%)% + 63KV =1 + (3«%ﬁ)2]
29x -3Vx -1 -19x + 27
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Racionalice el numerador y simplifique la expresién

XVx — Y3y
x -y

Solucién

XV -y x¥x Yy (xV)? + xdx -y + y¥)?
X=Yy X —Y (¥R XWXy + (Yig)2
_ V%) - (y<)°
(x = y) [(x)? +xx - Yy + ()2
_ X x—y’ -y
(- y) [0+ x¥x Y + YY)
X4 _y4
(- y) [0+ x3x Yy + YY)
_ (¢ +yH)(x —y)(x +y)
(x = y) [(xVx)? +xVx -y + (Y<v)?]
B (o +y?)(x + 1)
T (VR + xy Y + (Y¥)>

,conx £y

Respuesta
VB-yy _ (P +y)(x+y)
X=y T ARP + xR + (V)

conx #y
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5.2 Ejercicios

En cada una de las expresiones, racionalice y simplifique el resultado:

@50 23
oo @524 VB2

@500 -3 xXyz
2v -1 N

h D525 2
@503 27X X +8

24/(x — 1)2
En cada una de las siguientes expresiones, racionalice y simplifique el resultado:

1-x x? — 16y
@ 5.2.6 @ 528 ———=
V2x + 3 \/— X + 4y

11 —2x
@@5o7 172X 2x — V13x - 3
PP D529 =

En cada una de las siguientes expresiones, racionalice y simplifique el resultado:

B X+y X+y
5210 —*tY_ @ 5212
Vx+ 29k = 3Vx + 2

@ 16 + 250x Vx+1
5.2.11
e @5.2.13 —
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Capitulo

Soluciones a los ejercicios

Soluciones de capitulo 1

-« 1
141 =
142w 3
3@
143 0
e 60000700000
1.45@® _75
146 %
147w 5%2
3
115 ® 27f
149w
1.410®® 12
1411®® %
ur®Y 2
16
143D —%\/5—8
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1414
1415 357127475625984

1416®® _ V1875

1417®® %
1

1418@® e

1419

Soluciones de capitulo 2

2 2
251D SXTy _ 7"7”

2528® _t-9

253N 6x3 — 8x%y — x? +x
254D 3a’xby

255 b ax®y?

256N _2imin +9mnd
257N 23121
2.5.8@‘3 Byt —2x%y3 + 2xy - 4
259N 212y +13
250D -2

2511 6y(—x —y)?

w12 % L
5ab?x6
2513@% 3
2ab?x6

2514@® Q(x) = x* = 2x2 +3; R(x) = 6x

Pagina |92



Instituto Tecnoldgico de Costa Rica
Escuela de Matematica

Proyecto Exito Académico
Capitulo 6. Soluciones a los ejercicios

2515
2516@ D
2517
2518
2519

Q(x) = 3x% + 9x + 27 ;R(x) = 72

Q(x) = 2x* = 3x — 11 ; R(x) = —33x + 12
Q(x) =x*+2x3 +4x> +8x + 16 ;R(x) = 0
Q(x) = 5x% + 8x +32; R(x) = 97

Q(x)=x2-3x+9;R(x) =0

Soluciones de capitulo 3

3.71@D
372D
3.73@D
3.74@D
375D
376D
377D
3.78@D
379D
3710
3711
372D

373N

37.4®DH

3715&@®

abe(c? +1)
6x(a - 2y)
a(a+1)
(x-y)a-1)
abe(c + 1)
9ax?(a - 2x)
6ala—2(x +2)]
(m-2n)(m +2)
(x=7)(x +1)
(x+3y)3-d)
(213 + 352)?

(V2x + 1)?

2
3 8

(2\/§x + %y)z

e LY
Y 2xy
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3716 DN

3.717®D
3.7.18@ D
37.19@ D
3720
3721®D
372D
3723
37.24DD
3725
3726
3.727®D
3728
3729
3730

3731 N

3732

3733
373N

3735@®
3736 N

2]

(Vox — 2v2)(VBx + 2V2)

(6a +5b — 4c — 7d)(6a + 5b + 4c + 7d)
(a+b—-2¢c)(a+b+2c)

(x + 3y) (<2 — 3xy + 9y?)

3a%(3a —2)(9a? + 6a + 4)
(2a-b+7)[(2a —b)?> = 7(2a — b) +49]
4a’(a —2b)(a® + 2ab + 4b?)
(a=b+1D[a?+ab-1)+(b-1)?]
(2ab — V7)(4a2b? + 27 ab + V72)

(2a - 5b)(3a - 2c)

(2c - 3)(c +2d)

(a=-b)x+y+1)

(x —z+2)(x? —2xz — 2x + 2% + 2z + 4)

(x —2-V3)(x =2 +3)

-2(x—1) (x + %)

3(x—§)(x—2)

No se puede factorizar

—(x+1)(2x +3)
1

Z(X + 2)2
(x+1)(x+4)

Pagina | 94



Instituto Tecnoldgico de Costa Rica
Escuela de Matematica

Proyecto Exito Académico
Capitulo 6. Soluciones a los ejercicios

3737 N
3738

3.739@D
3740
3741
372D
373D
37.44®D
3745
3746
3747
3748
37490
3.7.50 D
3751
3752
3753
3754
3755
3.7.56 @D
3757
3.7.58 @D
3759 @D

—(x +1)(2x +3)

i(x +2)?

(x +1)(x - 2)(x - 3)

x(x = 1)2(2x - 1)

(3x —2)(2x +3)(x +3)
a*(a—1)%(a+1)*(a?+1)
(a—b)(a+1)

(Bx —y)?
(Ba—1)(9a2+3a+1)

(x — 4)(6x + 5)
(1-m)(1+m+m?)

2y +z)(x - 3)

(a+5)(a—6)

(2m - 3y?)(4m? + 6my* + 9y*)
(c — aV2)(c + aV2)(c? + 2a?)
(m+n-3)

(x +5)(7x — 4)

(a+1)(a* - a2 +1)

(1 - 6x% +36x°)(1 + xV6)(1 — xV6 + x2V/36)
(x — 4)(x + 4x + 16)

(x +10)(x — 8)
(x+y+a-b)(x+y—a+b)
(x = V2)(x2 + xV2 + V&)
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3760 x+1)(a-b+x)

3761 (1+a-3b)[1-a+3b+(a—3b)?]
37628 2a-1)2n+3m)

3763 4-2a-b)@d+2a+b)
3768@®  m+7)n-6)

3766 (a+x)(a-x-1)

3766 3m-2q)

37678 3x2-513)3x2 + 519

3766 (x+2y)p

Soluciones de capitulo 4

141®® XY un

m—-n

142D (b2 - by +y?)(x — a)

4a3@% b1
x+3
1
444DD T
445@® 1
1@ W - 2x)(2x +y)?
o 2xhy?

147®D —q(q—-1)
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Soluciones de capitulo 5

521®®

522

523D

524

525D

526D

527®@®

528D
529

5210
5211®

5212
5213

-1
7 6 —4x

3302 - 1)2

2(x + 1)

2-x)2+x)Vx -1
2(x — 1)

_2
V2xy2z3
1
Vx +2(x2 = 2x + 4)

-V2x+3-15

2

(11 -2x)(3+2Vx+1)
5—4x

X —4\y
4x -1

(x +3)(2x + V13x — 3)
Vx2 - Vxy + Jy?
2(4 — 109x + 25V2)

(x +v) [4\3/7? +6VxX2 + 2x + 9/(x + 2)2]

—19x — 54
-
Vx2 — Vx +1
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